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RESUMEN 


Estos apuntes estan enfocados a la asignatura "Optica" de 2 ° de grado en Fisica. 
No pretende ser un libro ni un compendio pormenorizado, sino una guia de las 
explicaciones realizadas en clase. 

La Optica es un area de interes en Fisica por cuanto es la ciencia que estudia 
la generacion, propagacion y deteccion de la radiacion luminosa. Ademas, de la 
Optica derivan un buen numero de aplicaciones y tecnologias que la dan un sen- 
tido de utilidad. Por ejemplo, las interferencias son la base de la metrologia de 
precision; las fibras opticas son la base de las comunicaciones actuales, el laser 
ha permitido el desarrollo de numerosas aplicaciones desde la salud, la industria, 
la electronica de consumo. Las aplicaciones de la Optica son, pues, de enorme 
relevancia y merecen un estudio pormenorizado. En este curso trataremos los fun- 
damentos, partiendo de las ecuaciones de Maxwell, que considera la luz como una 
onda electromagnetica. Se divide la asignatura en 6 bloques: 

1. Luz en el vacio. 

2. Luz en medios materiales. 

3. Interferencias. 

4. Difraccion. 

5. Coherencia. 

6. Aplicaciones. 


Adicionalmente a estos apuntes, es interesante visitar los siguientes Proyectos 
de Innovacion Educativa especificos para la asignatura Optica: 

■ "Las camaras digitales aplicadas a ensenanzas de optica" 2001 num. 6 
http://webs.ucm.es / info / aocg/pie2001 _6/index.htm 

Catalogo de experiencias de catedra. 

■ "Experiencias de bajo coste en optica" 2002 num. 3 
http: / / ■webs .ucm .es / info / expoptic / . 

Catalogo de experimentos caseros. 

■ "Imagenes de fenomenos opticos cotidianos como apoyo de la docencia en 
optica" 2008 num. 35 

http://webs.ucm.es/info/gioq/fenopt/index.htm. 

Catalogo de fenomenos opticos mediante imagenes. 

■ "Computacion cientifica con Python para modulos de evaluacion continua 
en asignaturas de ciencias aplicadas" 2013 num. 137 

http: / / webs.ucm.es/info / aocg/python/. 

Simulacion de fenomenos opticos mediante el lenguaje Python. 


Ill 
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LUZ EN EL VACIO 
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ONDAS ELECTROMAGNETICAS EN EL VACIO 



Y dijo Dios: Haya luz, y hubo luz. Y vio Dios que la luz era buena, 
y separo Dios la luz de las tinieblas. Y llamo Dios a la luz Dia, y a 
las tinieblas llamo Noche. Y fue la tarde y la manana el dia primero. - 
Genesis 3:5 

Situada la luz en el contexto de los fenomenos electromagneticos, el estudio de la 
Optica implica el conocimiento y manejo correcto de ideas basicas ligadas al ca- 
racter vectorial y ondulatorio de la luz y su interaccion con la materia. Asi, en el 
marco de la Optica Electromagnetica, estudiaremos el comportamiento de la luz 
considerando esta como un ente de caracter electromagnetico, incidiendo en las 
propiedades que tiene. Tambien veremos algunas soluciones sencillas a las ecua- 
ciones de Maxwell, como son las ondas planas y las ondas esfericas, que nos acom- 
panaran a lo largo del curso. Se revisaran conceptos tales como frente de ondas, 
vector y longitud de onda, velocidad de fase y de grupo, etc. 

Indice 

1.1 Ecuaciones de Maxwell. 

1.2 Ondas electromagneticas en el vacio . 

1.3 Caracteristicas de la luz . 

1.4 Algunas soluciones sencillas a las ecuaciones de Maxwell 

1.5 Ondas armonicas. 

1.6 Representation compleja. 

1.7 Frentes de onda . 

1.8 Ecuacion de Helmholtz. 

1.9 Ondas armonicas planas. 

1.10 Velocidad de fase . 

1.11 Coherencia. 

1.12 Propiedades de la luz. 

l.A Complemento: Otros tipos de ondas . 

l.B Complemento: Metodos numericos. 


4 

6 

7 

8 

10 

11 

12 

13 
13 
16 
18 

18 

19 
19 


Objetivos 

■ Comprender que la luz es un fenomeno electromagnetico descrito por las 
ecuaciones de Maxwell. 

■ Saber representar y describir soluciones de las ecuaciones de Maxwell. 

■ Saber representar las ondas en su forma compleja. 

■ Conocer las ondas armonicas y planas. 

■ Describir las propiedades del campo electrico. 
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4 ONDAS ELECTROMAGNETICAS EN EL VACIO 


Referencias generates: 

■ Cabrera, J.M. and Lopez, F.J. and Lopez, F.J., "Optica electromagnetica", Addison- 
Wesley (1998). 

■ Born, M. and Wolf, E., "Principles of optics: electromagnetic theory of pro¬ 
pagation, interference and diffraction of light", Cambridge University Press 
(1999). 

■ Akhmanov, SA and Nikitin, S Yu, "Physical optics". Clarendon Press (1997). 

■ J. D. Jackson, "Electrodinamica clasica", Alhambra (1980). 


ECUACIONES DE MAXWELL 


La Optica Electromagnetica parte de identificar la luz como un fenomeno electro- 
magnetico. En consecuencia la luz esta gobernada por las ecuaciones de Maxwell 1 , 
que son 


V-E = E 

(1.1) 

£0 

V • B = 0 , 

(1.2) 

„ rJB 

(i-3) 

VAE = -r 

„ 9 E 

(i-4) 

V A B = Fo £ o-^r + FoJ/ 


donde E(r ,t) = {E X/ E y ,E z y es el campo electrico, B(r, t) = {B x ,B y ,B z y es la 
induccion magnetica respectivamente, p(r, f) es la densidad de carga y j (r, t) es 
la corriente 2 . Asimismo V- es la divergencia y VA es el rotacional. Repasemos 
brevemente estos dos operadores. La divergencia se define como el flujo del campo 
vectorial por unidad de volumen conforme dicho volumen tiende a cero 3 , 

V • E = lim — (f) E • dS, (1.5) 

av^oAV Js 


siendo S una superficie cerrada alrededor del punto y dS el elemento de superficie 
infinitesimal con direccion normal a dicho elemento de superficie (hacia afuera). Su 
representacion diferencial para el caso de coordenadas cartesianas la divergencia 
se escribe como 


^ ^ dE x dE y dE z 

v • e = 

ax ay az 


(1.6) 


En cuanto al rotacional 4 , se define como el limite de la circulacion del campo 
vectorial, cuando la curva sobre la que se integra se reduce a un punto 5 . 


n- (V x E) = lim (f) E • dr, (1.7) 

v ' as^oAS J s 


1 info sobre Maxwell: http://es.wikipedia.org/wiki/James_Clerk_Maxwell 

info sobre las ecs. de Maxwell: http://es.wikipedia.org/wiki/Ecuaciones_de_Maxwell 

2 Utilizaremos el sistema internacional de unidades: http://es.wikipedia.org/wiki/Sistema_ 
Internacional_de_Unidades. Tengase en cuenta que algunos libros sobre Optica todavla utilizan el 
sistema CGS. 

3 informacion sobre la divergencia: http://es.wikipedia.org/wiki/Divergencia_(matematica) 

4 lo escribiremos x o A indistintamente 

5 informacion sobre el rotacional: http://es.wikipedia.org/wiki/Rotacional 
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1.1 ECUACIONES DE MAXWELL 5 



Figura 1.1: Direccion de los distintos vectores involucrados en la fuerza. 


donde AS es el area de la superficie que rodea la trayectoria y n es un vector 
unitario normal a la superficie. En coordenadas cartesianas su representacion dife- 
rencial resulta 


V x E = 


x y z 

AAA 

dx dy dz 


(1.8) 


Las ecuaciones de Maxwell (1.1-14), 8 ecuaciones diferenciales parciales vecto- 
riales acopladas, son el fundamento que nos permiten estudiar la propagacion de 
los campos electricos y magneticos. El como llegar a estas ecuaciones se estudia 
en Electromagnetismo. Las ecuaciones de Maxwell consideran la interaccion de 
las ondas con la materia a traves de las cargas y las corrientes. Los valores de las 
constantes £0 y ^0 se denominan permitividad electrica y permeabilidad magnetica del 
vacio respectivamente y su valores son 


po = 4 zrl 0 7 = 1,2566 10 6 mkgs 2 A 2 , (1.9) 

£ 0 = d— = 8,8542 10 - 12 m ~ 3 kg - 1 s 4 A 2 , 

jl 0 C 2 


donde po y c = 299 , 792,458 m s _1 son constantes en el Sistema Internacional de 
unidades 6 (por ello tambien lo es eo)- Como puede suponerse, estas 8 ecuaciones 
diferenciales acopladas no se resuelven de forma sencilla excepto para casos ex- 
cepcionales. Casi todos los fenomenos opticos (excepto los efectos cuanticos) estan 
representados en estas ecuaciones de Maxwell, por lo que a lo largo de la asigna- 
tura vamos a analizarlas en profundidad. 

Otra ecuacion de interes es la fuerza que ejerce el campo electromagnetico sobre 
la materia, es decir, sobre las cargas. Esta relacion viene dada por la fuerza de 
Lorentz, Figura 1.1/ 


F.,(E + ^AB 


(1.10) 


Las cargas y corrientes son, en realidad, consecuencia el mismo fenomeno. La 
conservacion de la carga relaciona ambos conceptos a traves de la ecuacion de 
continuidad 

v ■)+!=»- (■•>■) 
es decir, las corrientes se producen cuando hay cargas en movimiento. 


como la onda 
armonica plana 
veremos a 
continuacion 


6 http://es.wikipedia.org/wiki/Sistema_Internacional_de_Unidades 

7 info sobre Lorentz: http://es.wikipedia.org/wiki/Hendrik_Antoon_Lorentz 

Lorentz obtuvo el Premio Nobel de Fisica en 1902, junto con su pupilo Zeeman, por sus investigaciones 
sobre la influencia del magnetismo en la radiacion electromagnetica. 


[ 7 de febrero de 2018 at 17:16 - classicthesis version 2017-2018.1 ] 









6 ONDAS ELECTROMAGNETICAS EN EL VACIO 


Las predicciones 
teoricas se ajustan 
muy bien a los 
resultados 
experimentales para 
todos los casos 
estudiados. 


proceso de generacion condiciones de contorno 



Figura 1.2: Separation del proceso de generation del proceso de propagation el en el vatio. 
Para ello se utilizan condiciones de contorno sobre una frontera. 


El modelo electromagnetico de la luz, a partir de las ecuaciones de Maxwell, 
es la teoria mas general que estudiaremos para explicar la propagation de la luz. 
No obstante, en el caso de la interaction con la materia (generacion y absorcion) 
el ambito mas adecuado, y que tambien incluye las ecuaciones de Maxwell, es la 
Optica cuantica. En este cur so utilizaremos un modelo mas sencillo de materia, 
basado en cargas y corrientes. Este modelo simplificado no se debe considerar 
como invalido en absoluto, sino que es capaz de resolver una gran cantidad de 
problemas en el campo de la Optica. 


ONDAS ELECTROMAGNETICAS EN EL VACIO 


Las ecuaciones de Maxwell, (1. 1-1.4) nos dicen que para poder generar un campo 
electromagnetico, E(r, t) y B(r, f), es necesario la presencia de cargas y corrientes 
p(r, t) y j(r, t). Este proceso de generacion lo estudiaremos en el Capitulo 4. En 
muchas situaciones, no obstante, las fuentes de luz estan lejos de la zona de estudio. 
Por ello, suele ser interesante separar el problema en dos partes: 1. Generacion de 
la luz en la materia (cargas y corrientes) y 2. Propagation de la luz en el vatio (sin 
cargas ni corrientes), Figura 1.2. 

Para tratar el problema de la propagation de la luz en el vatio, por tanto, va- 
mos a asumir que se ha generado una onda electromagnetica de alguna forma y 
conocemos el campo electromagnetico en una cierta frontera. 

Cuando en nuestro volumen de estudio no tenemos cargas ni corrientes, las 
ecuaciones de Maxwell resultan 


V • E = 0 , 

(1.12) 

V • B = 0 , 

(1-13) 

3 B 

VAE = ~~dt r 

(1.14) 

3 E 

V AB = — . 

(1.15) 


Las cargas y las corrientes, no obstante, han tenido que existir para generar las 
ondas electromagneticas. Se incluyen en estas ecuaciones como el campo inicial, es 
decir, son las condiciones de contorno del problema diferencial (1.12-1.15). 
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Ecuacion de ondas 


Las ondas electromagneticas obtenidas seran una solucion particular de las ecua- 
ciones de Maxwell. Si combinamos la tercera ecuacion con la cuarta obtenemos 


^ ^ ^ ^ 3 B 

VAVAE = -VA—, 
ot 

^ ^ ^ 9 E 

V A V A B = V A —, 


(t.i6) 


y teniendo en cuenta que V AV AA = V(VA) — V 2 A se llegan a las siguientes 
expresiones 


V Z B = ^ 


1 a 2 E 

(1-17) 


1 a 2 B 

(1.18) 



donde c = 1/ ^/eoFo es la velocidad de propagacion de la onda (velocidad de la luz). 
Las ecuaciones (1.17) y (1.18) son seis ecuaciones de ondas vectoriales desacopladas 
entre si 


v 2 ir = 


1 d 2 u 

? W' 


(1.19) 


donde IT = E x , E y , £> z , E x , £> y , £> z . No obstante los campos E y B no son independien- 
tes entre si, sino que tambien se deben cumplir las ecuaciones (1.12) y (1.13). Por 
ello, no todas las soluciones de la ecuacion de ondas (1.19) pueden ser una onda 
electromagnetica. 


CARACTERISTICAS DE LA LUZ 

A partir de las ecuaciones de Maxwell se pueden deducir las siguientes caracte- 
risticas 

■ La luz es un campo electromagnetico, E (r ,t) y B (r, t), con forma de ondas 
vectoriales y cuyas soluciones deben cumplir las ecuaciones de Maxwell. Por 
ello E (r, t) y B (r, t) estan acoplados entre si. Para conocer el comportamien- 
to de la luz es necesario conocer E (r, t) y B (r, t). 

■ La luz es generada por cargas y corrientes aceleradas: las cargas p (r, t) y las 
densidades de corriente j (r, t) no estacionarias generan campos electromag- 
neticos variables en el tiempo (ondas que se propagaran en el vacio) 8 . 

■ La luz se puede propagar por el vacio. No hace falta soporte material. La 
velocidad de la luz en el vacio es una constante. 

■ Las ondas electromagneticas transportan energia que actua sobre las cargas 
mediante la fuerza de Lorentz. 

■ Las ecuaciones de Maxwell son lineales en los campos: Si (Ei, Bi) y (£2,62) 
son soluciones de las ecuaciones de Maxwell, entonces (Ei + E 2 , Bi + B 2 ) 
tambien es solucion de las ecuaciones de Maxwell. 

■ La luz se propaga en la materia alterando la dinamica de sus cargas que, a 
su vez, genera mas luz. La luz se detecta por cambios en la dinamica de las 

8 si las cargas no varlan en el tiempo generan campos estaticos (no es luz). 


con el conocimiento 
actual es una 
constante universal 
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Figura 1.3: Onda esferica como solution de la ecuacion de ondas. 


cargas del detector. La aceleracion inducida en las cargas dara lugar a nuevas 
ondas que se superpondran con las incidentes, etc. Todo el proceso (genera¬ 
tion, propagation, detection) estara sujeto a las ecuaciones de Maxwell. 


ALGUNAS SOLUCIONES SENCILLAS A LAS ECUACIONES DE MAXWELL 


Ondas escalares vs. ondas vectoriales 


Las ecuaciones de Maxwell tienen un caracter vectorial y sus soluciones, E(r, t) 
y B(r, t) son vectores. Es por ello que una solution completa existe indicar todas 
las componentes. Por ejemplo, en coordenadas cartesianas, esto significa conocer 
6 componentes E =[E*(r,f), E y (r,f), E z (r,f)] y B = [B x (i,t), B y (r,f), B z (r,t)]. Esta 
soluciones resuelven el problema completo. Sin embargo, a veces es mas sencillo 
y conveniente resolver las ecuaciones de cada componente de forma individual. 
Las ecuaciones (1.17) y (1.18) implican que cada componente esta desacoplada del 
resto. Entonces, cada una de las componentes se puede describir segun 


V 2 U = 


1 d 2 U 
c 2 d 2 t ' 


(1.20) 


donde U representara cada una de las componentes. Esto supone la resolution 
escalar de cada una de las componentes. Sin embargo, no todas las soluciones a las 
ecuaciones escalares son validas, sino que la solution vectorial general tiene que 
cumplir las restricciones dadas por las ecuaciones (1.12) y (1.13). 

De las infinitas soluciones posibles, hay algunos casos especialmente sencillos 
que con mucha frecuencia se presentan en la practica de forma al menos aproxi- 
mada. Estudiaremos algunos de los casos de mayor interes. 


Ondas esfericas escalares 

Sea una fuente que emite por igual en todas las direcciones. Cada una de las 
componentes del campo que se propaga tiene simetria radial. Esto significa que 

V (r, t) = V (r, t), donde r = |r| = y/(x - x 0 ) 2 + (y - y 0 ) 2 + (z - zo) 2 y 0o,}/o,zo) 
es la position de la fuente. Esto significa que el valor de V es el mismo sobre los 
puntos de una superficie esferica de radio r en un tiempo dado t. 
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Figura 1.4: Frente de ondas piano y propagation en el tiempo. 


Utilizando el operador V 2 = A en coordenadas esfericas 9 y eliminando las deri- 
vadas angulares 0 y <p, que por simetria son nulas se obtiene la siguiente forma de 
la ecuacion de ondas 

1 d 2 1 d 2 

?5I [rV(r,0]- ?S ,V(,.0, 

que se puede simplificar como 

^[-■V(r,0] = ^K(r,0]. 

La solucion de esta ecuacion tiene una forma del tipo 


V(r, () = Mz £4 + M±fO 


(l.2l) 


que representa dos ondas, una que se acerca hacia el origen, mientras que otra se 
aleja de este. Una onda tipica que emite en todas las direcciones es 


u ( r, t ) = A 0 


cos(k ■ r — cot) 


(1.22) 


que se muestra en la Figura 1.3. 


Ondas esfericas vectoriales 

Las ondas esfericas escalares son una solucion de la ecuacion de ondas escalar. 
Sin embargo no es posible obtener una onda esferica vectorial, Ey B, que cumpla 
simultaneamente las 6 ecuaciones de onda. Esto impone restricciones adicionales. 
Una solucion que se aproxima a una onda esferica vectorial y que si cumple todas 
las ecuaciones de Maxwell se vera en el caso de emision de radiacion electromag- 
netica por un dipolo (seccion 4.3.1). 


Ondas planas vectoriales 

Para un instante dado, las ondas planas son aquellas para las cuales el campo 
electrico toma el mismo valor sobre superficies que son pianos, Figura 1.4. Es decir, 
para t = to se cumple que 

E = E(k-r,f). (1.23) 

El campo electrico es constante en los pianos definidos por 

k • r = k x x + k y y + k z z = g, (1.24) 

9 info sobre coordenadas esfericas: http://es.wikipedia.org/wiki/Coordenadas_esfericas 
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donde al vector constante k se le llama vector de ondas. A 1 variar g se obtiene una 
familia de pianos, perpendiculares a k, en los cuales el campo E sera constante. 
Haciendo el cambio de variables en la ecuacion E (k • r, t) = E (g,t) se obtiene que 
la ecuacion de ondas resulta 


a 2 E(g,f) 1 d 2 E(g,t) 

dg 2 c 2 dt 2 ' 

Haciendo el siguiente cambio de variables, £ — ct = p y £ + ct = q, 
tiene la forma 

d 2 E 

dpdq ~ °' 


(1-25) 

entonces (1.25) 


cuya solucion general resulta 


E (g, t) = Ei (g — cf) + E 2 (g + ct), (1.26) 


siendo Ei y E2 dos funciones arbitrarias cualesquiera, con la unica condicion que 
deben depender de g y t a traves de los argumentos (g — ct) y (g + ct ). Esta solu¬ 
cion representa dos ondas, una viajando en una cierta direccion dada por k y otra 
onda en la misma direccion pero en sentido contrario. 

Las ondas planas, estrictamente hablando, no son fisicamente realizables pues 
deben tener una duracion y un tamano infinito y por ello, como veremos, energia 
infinita. No obstante, en muchos casos se pueden obtener de forma aproximada, pa¬ 
ra una region de interes. Por ejemplo, se pueden obtener a partir de ondas esfericas, 
siempre que el radio de curvatura de la onda sea muy grande, Figura 1.5a. Tam¬ 
bien hay otros medios para obtener ondas planas, como es mediante la colimacion 
de un haz divergente utilizando una lente convergente (o de un haz convergente 
con una lente divergente), Figura 1.5b. 

La importancia de las ondas planas radica en que cualquier onda real no plana 
se puede expresar como superposicion de ondas planas de diferentes direcciones 
y amplitudes mediante el correspondiente analisis de Fourier. Profundizaremos en 
esta idea al final de este tema y tambien en Capitulo 13 "difraccion: funda- 
mentos". 


ONDAS ARMONICAS 


Entre las soluciones particulares que se pueden encontrar a la ecuacion de ondas 
vectorial estan las ondas armonicas, tambien llamadas monocromaticas. Cada una 
de las componentes del campo electrico E (r, t) de las ondas armonicas se puede 
describir como E(r, t) = Eo(r)cos (cot), es decir, componente a componente 

E x (r, t ) = A x (r) cos [g x (r) - cot], (1.27) 

E y (r, t) = A y (r) cos [g y (r) - cvt] , 

E z (r, t) = (r) cos [g z (r) - cvt]. 

Por consiguiente, una onda armonica es una solucion particular que tiene toda 

la dependencia temporal en una unica frecuencia, cos (cot). Las otras funciones 
(Aj,gj) son funciones de la posicion, pero no del tiempo. La frecuencia angular se 
relaciona con la frecuencia y con el periodo de la onda segun 

2 7 T 

co = 2 rev = — (rad/s). (1*28) 
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Figura 1.5: (a) Generation de ondas planas a partir de ondas esfericas cuando la distancia 
de observation es muy grande, (b) Generation de ondas planas a partir de ondas 
esfericas utilizando una lente. El punto generador de las ondas esfericas se tiene 
que localizar en el foco objeto. 


Las componentes A x (r) , A y (r), A z (r) son las amplitudes de cada una de las com- 
ponentes de la onda y que se diferencian de g x (r) , g y (r) y g z (r) por tener una 
variabilidad en r mucho mas lenta. El argumento del coseno es lo que se llama fuse 
de la onda. Frecuentemente se cumple que g x (r) = g y (r) = g z (r) = g (r). A estos 
medios se les denomina isotropos y son los que consideraremos en el curso. 

Por la naturaleza de su dependencia temporal, esta onda se extiende en el tiempo 
desde —00 a 00; si restringimos su duration, ya no se puede considerar armonica 
ni tiene la expresion expuesta. Las ondas no armonicas las desarrollaremos en el 
Capitulo 10 "pulsos de luz". 


REPRESENTACION COMPLEJA 

Los campos electromagneticos son campos reales, en el sentido de que se utili- 
zan funciones reales para su description. Frecuentemente vamos a utilizar las on¬ 
das armonicas planas que utilizan funciones coseno (y seno). A la hora de realizar 
calculos es bastante mas sencillo (aunque no imprescindible) utilizar una represen¬ 
tation compleja 10 de los campos electromagneticos. De modo que, para simplificar 
los calculos , se escribe el coseno como la parte real de una exponencial compleja 
e ia = cos a + i sin a. Esta expresion es util para no arrastrar cosenos y senos por los 
calculos. Como hemos visto, frecuentemente se utilizan derivadas, y la derivada 
del coseno es el seno. Entonces en las ecuaciones se suelen tener sumas de senos 
y cosenos que son un engorro. La representation con exponenciales complejas tie¬ 
ne la ventaja de que su derivada es ella misma y son mas sencillos los calculos. 
Escribamos de nuevo la definition del campo electrico como 

Ej = U {A ; (r) e +i ^e~ iwt Y 


10 info sobre numeros complejos: http://es.wikipedia.org/wiki/Numero_complejo 
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ONDAS ELECTROMAGNETICAS EN EL VACIO 


fase A = 1.00 0 = 1.00 0 heta= 45.00° 



x(tim) 



Figura i.6: Fase de una onda plana y una onda esferica. Las variaciones en los colores signi- 
fican variaciones en radianes. 



Figura 1.7: Frentes de onda para dos tiempos distintos. 


donde 3 ? es la parte real y j representa a x, y y z. Hay que tener en cuenta que 
utilizamos el convenio de poner la parte temporal con signo negativo, e ~ lcvt , es 
decir, con el signo menos en el exponente 11 . En todo lo que sigue prescindiremos 
de escribir 3 ? {...} y se habra de entender que las amplitudes E (r, t) y Eo (r, t) son 
vectores complejos, de los cuales solo la parte real tiene significado flsico (susceptible 
de medir experimentalmente). La expresion de la onda queda entonces 

E (r, f) = E 0 (r) e~ iwt = A (r) (1.29) 

Esta forma de representacion compleja es util y se puede utilizar siempre que se 
realicen operaciones lineales, tales como sumas, integrates, derivadas, etc. Esto es 
debido a que al realizar operaciones lineales la parte real de la suma es la suma 
de las partes reales. No obstante cuando se realizan operaciones no lineales (como 
multiplicaciones de campos) no es posible utilizar la representacion compleja de 
una forma tan sencilla. 

En la Figura 1.6 se muestran, a modo de ejemplo, la fase de una onda plana y una 
onda esferica en un piano determinado. 

FRENTES DE ONDA 

En los medios isotropos la fase de la onda armonica resulta 

(1.30) 


11 Este convenio es el mas extendido en Fisica, pero no toda la bibliografia lo sigue. 
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1.8 ECUACION DE HELMHOLTZ 


Para un tiempo fijo to un /rente de ondas es el conjunto de puntos del espacio donde 
la onda tiene la misma fase. 


g (r) - cot 0 = (po, 
g (r) - cvt 0 -<p 0 = 0 . 


Esta es la ecuacion de un sistema de superficies, cada cual definida por la constante 
(po. Si ahora permitimos la variacion del tiempo concluiremos que los frentes de 
ondas cambian con el tiempo 


g(i)+(po = ait x . 

Los frentes de onda se propagan (ver Figura 1.7), lo mismo que se propaga la 
perturbacion, en el espacio y en el tiempo. 

ECUACION DE HELMHOLTZ 

Las ondas armonicas, E (r, t) = Eg (r) e~ lcvt , tambien son de gran interes porque 
la parte temporal y espacial se multiplican, por lo que las componentes espacial 
y temporal de las ecuaciones de Maxwell son separables para este tipo de ondas. 
Introduciendo la definicion compleja de las ondas armonicas obtenemos que las 
derivadas temporales y espaciales resultan 

V • E= [V • E 0 (r)]e- fa * 

V • B = [V • B 0 (r)] e~ iwt , 
dE/dt = —icuEo (r) e ~ lcvt , 
dB/dt = -icvBo (r) e~ iwt , 

y entonces la ecuacion de ondas del campo electrico y la induccion magnetica se 
convierten en 


2 

O co 

V 2 E 0 (r) + -^-E 0 (r) = 0, (1.32) 

9 (nP' 

V 2 B 0 (r) + -^-Bo (r) = 0, 

que son dos ecuaciones de Helmholtz 12 en la que unicamente se incluye la parte 
del campo con dependencia espacial. 


ONDAS ARMONICAS PLANAS 


Si se impone tanto la dependencia armonica temporal como la dependencia es¬ 
pacial en forma de onda plana, las ondas armonicas planas se describen como 13 


E (r, f) = Eoe^'*-^, B (r,f) = B 0 e i(k ' r_<,,f) , 


(i- 33 ) 


donde k = (k x , k y , k z ) es el vector de ondas, que define la direccion de propagacion 
de la fase. En el caso de coordenadas esfericas, el vector de ondas se puede describir 
como 

k = k(sin 6 coscp , sinOsincp , cos 6 ). (d-34) 


12 info sobre Helmholtz http://es.wikipedia.org/wiki/Helmholtz 

13 este tipo de ondas se utilizara muy frecuentemente. 
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Z 



Figura 1.8: Representation de las coordenadas esfericas. 


Si el vector de ondas esta contenido en el piano xz entonces cp = 0 y k = k(sin6, 0 , cosQ), 
Figura 1.8. El caso mas sencillo para los calculos, y que utilizaremos siempre que 
sea posible es que el haz se propague en la direction z (cp = 0,9 = 0 ). Entonces 
k = fc( 0 , 0 , 1 ) y el campo electrico resulta E (r, t) = EoC z ( fcz-a;f ). 

Veamos si este tipo de onda es solution de las ecuaciones de Maxwell y, por ello, 
puede describir una onda electromagnetica. Como vemos, toda la dependencia 
espacio-temporal esta en la exponencial compleja, pues asumimos que Eq y Bq son 
vectores complejos constantes. Introduciendo esta solution en las ecuaciones de 
Maxwell para el vaclo, (1.12-1.15), obtenemos que las ecuaciones diferenciales se 
pueden resolver de una forma muy sencilla 


tfl 

0 

II 

0 

( 1 - 33 ) 

k • B 0 = 0 , 

(1.36) 

Bo = — k A Eq, 

(i- 37 ) 

CO 

(p- 

(1.38) 

E 0 =-k A B 0 . 

CO 


La importancia de estas ecuaciones estriba en que se han resuelto todas las de- 
rivadas, tanto espaciales como temporales de forma explicita transformando el 
problema a un simple calculo de analisis vectorial. 

Esto significa que (1.33) es una solution valida de las ecuaciones de Maxwell 
siempre que se cumplan las restricciones proporcionadas por (1.35-1.38). Es de no¬ 
tar que el calculo es exacto, por cuanto no hemos realizado ninguna aproximacion 
para ello. Aunque sea una solution muy sencilla, presenta todas las caracteristicas 
necesarias para poder explicar la mayor parte de los fenomenos opticos. Por ello, a 
la largo del curso utilizaremos las ondas armonicas planas como onda incidente en 
la mayor parte de problemas. El como generalizar estas soluciones al caso de on¬ 
das no-armonicas y no-planas, se abordara en los Capitulos 10 "puls os de luz" 
y 13 "difraccion: fundamentos "respectivamente. Tambien estudiaremos on¬ 
das donde los parametros no son fijos, sino que tienen cierta parte aleatoria en el 
Capitulo 16 "coherencia". 

Otra forma de escribir las ondas armonicas planas es la siguiente 

E(r ,f) = Avexp[i(kt — cvt + <p 0 )], (i- 39 ) 
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Figura 1.10: Las direcciones E,Byk forman un triedro. 


donde la amplitud del campo electrico Eq = A v la hemos dividido en dos partes, 
una constante real A relacionada con la energia de la onda incidente, y un vector v 
de modulo unidad relacionado con la direccion del campo electrico (polarizacion). 
La fase inicial cp o de la onda (en r = 0, t = 0) a veces es relevante. Veamos ahora 
las principales caracteristicas de las ondas armonicas planas. 

Transversalidad de las ondas armonicas planas 

Los campos son ortogonales entre si, y cada uno de ellos al vector de ondas, 
como se representa en la Figura 1.10. Se forma, pues, un triedro con los vectores 
E, B, k de forma que E A B esta en la direccion de k. 

Modulo del vector de ondas: definicion de longitud de onda 
Si combinamos las dos ultimas ecuaciones (1.37) y (1.38), 

c l - 1 

E =-k A (—k A E), 

CO CO 

y se usa la relacion a A (b A c) = b (a • c) — c (a • b) obtenemos 

® ~ ~2 t k ( k " E) E (k • k)]. 

El primer termino es nulo, puesto que k • E = 0. Entonces se obtiene que 



Por consiguiente, obtenemos cuanto vale el modulo de k 



(1.40) 


recordar: ondas 
armonicas planas 
klEolBo 
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l6 ONDAS ELECTROMAGNETICAS EN EL VACIO 



Espectro visible por el ojo humano (Luz) 
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Figura 1.11: Espectro de las ondas electromagneticas. Solo una pequena parte, de longitudes 
de onda de 380 nm a 750 nm es el espectro visible, es decir, es captado por el ojo 
humano. 


definition de 
longitud de onda 


Esto nos permite definir, un nuevo parametro, la longitud de onda 



(1-4 1 ) 


Como consecuencia de esta relacion, el vector de ondas k no presenta 3 valores 
independientes, sino que se cumple (1.40) k 2 = k^ + ky + k^ = Entonces, se 
puede escribir como 


k = (k x , k y/ ^Jk 2 -kl-k 2) . (1.42) 

Tambien tenemos la definicion to = 2 nv, donde v es la frecuencia de la onda. La 
condicion k = tv/c se convierte en 


\v = c, ( 1 . 43 ) 

y permite clasificar las ondas tambien por su longitud de onda, puesto que conoce- 
mos la relacion con la frecuencia. Lo que tradicionalmente llamamos luz, es decir, 
aquella parte del espectro electromagnetico que excita el ojo humano, presenta una 
longitud de onda aproximadamente 

380 nm < A < 750 nm, ( 144 ) 

aunque todas las formulas desarrolladas valen para cualquier campo electromag¬ 
netico (radio, infrarrojo, visible, ultravioletas, rayos x, etc.). 14 


VELOCIDAD DE FASE 

Ondas armonicas planas 

Como hemos visto en (1.30), los frentes de onda vienen dados por los puntos 
cuya fase es constante. Para el caso de ondas armonicas, esta fase se describe como 

tp (r, t) = g (r) — cot = cte, 


14 la percepcion del espectro visible por el ojo da lugar a los colores espectrales. La parametrizacion de la 
percepcion visual se estudia en colorimetrla. 
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1.10 VELOCIDAD DE FASE 


mientras que para de una onda armonica plana los frentes de onda se simplifican 

cp(r,t) = k r — cot. 

Para obtener la velocidad de fase nos situamos en, por ejemplo, un maximo y 
vemos como avanza la propagarse. La posicion de un maximo de la fase se puede 
obtener a partir de 

dcp = k • dr — codt = 0. 

Entonces la velocidad de fase resulta 

Vfase = J = c - ( 1 - 45 ) 

Es decir, la velocidad de desplazamiento de los pianos de igual fase o velocidad de 
la fase es precisamente c. 


Ondas armonicas no planas 

En el caso de una onda armonica general, la fase resulta cp = g (r) — cot por lo 
que las superficies definidas por la condicion g (r) = cte (para t fijo) son los frentes 
de onda. Como hemos visto, los frentes de onda se mueven con una velocidad 
que viene determinada por la condicion de constancia de la fase. Para calcularla se 
impone la condicion 

dcp (r, t) = Vg (r) • dr — codt = 0 , 
que con la condicion dr = u r dl obtenemos 

dl _ co 
dt u r -Vg(r)' 

y tomando la direccion perpendicular a la superficie de onda, es decir la de Vg (r), 
se tendra el valor maximo del denominador y por consiguiente 

B '-"(aL"lvsW (146) 


Informacion contenida en el campo electrico 

En casi todos los casos estudiados en la Optica nuestro interes final sera conocer 
el campo electrico E. Esto es asi porque en el campo E esta contenida toda la 
informacion necesaria, tanto la amplitud y direccion del campo electrico como 
la direccion del vector k. Una onda armonica plana queda determinada por su 
frecuencia, co, su direccion, k y su amplitud Eq. Los frentes de onda se desplazan en 
la direccion de k a velocidad c. En cuanto al campo magnetico, esta completamente 
determinado por el campo electrico, a traves de las ecuaciones de Maxwell 

___ dE 

v ab = mo-^- 

Por ejemplo, para el caso de ondas planas, se obtiene 

B 0 = — k A E 0 (1.47) 

CO 
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de forma que la direccion del campo B es perpendicular tanto a E como a k y el 
modulo de la induccion magnetica es 


Bo 



(1.48) 


COHERENCIA 

En estas soluciones sencillas que hemos determinado, onda esferica, onda plana, 
onda armonica, etc. hemos asumido que el campo electromagnetico esta perfecta- 
mente determinado. Normalmente no es asi, sino que los parametros que caracte- 
rizan la luz (amplitud, fase, polarizacion) suelen tener en la practica un comporta- 
miento aleatorio (estocastico). Esto complica enormemente el estudio de la luz asi 
que en buena parte de la asignatura asumiremos que la luz se comporta de for¬ 
ma determinista. El estudio del campo electromagnetico cuando sus propiedades 
fluctuan aleatoriamente en el tiempo se vera en el Capitulo 16 // coherencia ,/ . 

PROPIEDADES DE LA LUZ 

Finalmente, podemos resumir las propiedades que tiene la luz en las siguientes: 

■ Amplitud: Relacionado con la intensidad y la energia. 

■ Velocidad: c = co/k. 

■ Fase: Luz como fenomeno ondulatorio. Relacionado con la direccion (vector 
de ondas). 

■ Frecuencia: Relacionado con la longitud de onda (fisico) y el color (visual). 

■ Polarizacion: La luz es una onda vectorial. Es la direccion del vector E. 

■ Coherencia: Capacidad de interferir consigo mismo (no hemos vis to). 

CONCLUSIONES 

■ Existen diversos modelos y aproximaciones para describir la luz. En este cur- 
so utilizaremos principalmente el modelo electromagnetico. En este modelo, 
la luz es una onda electromagnetica que cumple las ecuaciones de Maxwell, 
que es un conjunto de 8 ecuaciones diferenciales que relacionan el campo 
electrico y magnetico con las cargas y corrientes electricas. 

■ La luz es generada por cargas y corrientes aceleradas. La luz se puede pro- 
pagar en el vacio, no necesitando un soporte material para ello. La velocidad 
de la luz en el vacio es una constante universal. 

■ Cuando la luz se propaga por la materia, interacciona con esta, alterando la 
dinamica de las cargas. 

■ Las ecuaciones de Maxwell son, por lo general, muy dificiles de resolver. Una 
solucion exacta y sencilla, que utilizaremos durante todo el curso, es la onda 
armonica plana. 

■ Las ecuaciones de Maxwell son lineales en los campos. Se pueden construir 
de forma sencilla nuevas ondas planas como suma de ondas armonicas pla- 
nas. 
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■ En las ondas planas, los campos electrico y magnetico son perpendiculares a 
la direccion de propagacion. 

■ Propiedades de la luz: amplitud, fase, frecuencia, polarizacion, coherencia. 

■ El rango de longitudes de onda de la luz visible se encuentra entre 380 nm y 
750 nm aprox. 

■ Existen otro tipo de soluciones aproximadas como son las ondas esfericas y 
los haces de Gauss, que muchas veces se utilizar para resolver problemas. 

■ Para problemas complejos, se suelen utilizar aproximaciones numericas. 

COMPLEMENTO: OTROS TIPOS DE ONDAS 

Las ondas esfericas y planas que hemos estudiado son las mas sencillas que 
podemos analizar de forma teorica. No obstante, no son los unicos tipos de onda 
que se utilizan comunmente en Optica. Otra tecnica para obtener haces mas reales 
(recordamos que las ondas planas no son fisicamente realizables) es a partir de la 
solucion de la ecuacion de Helmholtz (1.32), V 2 U (r) + k 2 U (r) = 0, donde U es 
cualquiera de las componentes de los campos E o B. Introduciendo una solucion 
inicial 

U(r) = A(r) exp(zfcz), (149) 

asumiendo que la variacion de A(r) es muy lenta longitudinalmente (eje de propa¬ 
gacion z) 

A{r) = W) e ' P (*2^))' (I ' 50) 

donde p 2 = x 2 + y 2 , y resolviendo las ecuaciones diferenciales se obtiene una 
distribucion de campo 

u<r) = exp (- A) exp ( fc+ ik A) - im ) ■ (i ' 5i> 


donde 


a;(z) 

R(z) 

L0l 

a*) 




i+ y 2 


1 + ( f )2 

z 0 


ZqA /71 

arctan -1 (z/zq) 


Este tipo de haces describe mucho mejor los haces laser. Adicionalmente, se pueden 
obtener otro tipo de soluciones que tambien se suelen dar en los laseres, como los 
haces Hermite-Gauss, basandonos en la ecuacion de Helmholtz, Figura 1.12. 

Otros tipos de haces tambien interesantes son los vortices, que tienen un cier- 
to momento angular y se utilizan en nanofotonica para mover y rotar particulas 
minusculas, Figura 1.13. 


COMPLEMENTO! METODOS NUMERICOS 

Con el amplio uso de la computacion, frecuentemente se utiliza tecnicas de calcu- 
lo numerico para conocer como se propagan los haces a partir de las ecuaciones de 


[ 7 de febrero de 2018 at 17:16 - classicthesis version 2017-2018.1 ] 










20 


ONDAS ELECTROMAGNETICAS EN EL VACIO 


• 

41' 

m 

• • 

• • 

• It 

• 

m 

99 

• • 

• •• 

{ 0 , 0 } 

( 0 , 1 ) 

(0.2) 

(i,i) 

( 1 . 2 ) 

( 2.21 


Figura 1.12: Distribution de intensidad de varios haces Hermite-Gauss de bajo orden en el 
piano transverso. El orden (0,0) se corresponde con el haz de Gauss. 





Figura 1.13: Varios vortices que aplican al haz un cierto momento angular. 
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Figura 1.14: Ejemplo de propagacion basada en BPM para una lente y una rendija en un 
vidrio. 



Figura 1.15: Ejemplo de propagacion basada en FDTD de un cristal fotonico (dielectrico 
donde las esferas son huecas) y una simulacion de invisibilidad basada en me- 
tamateriales (cloacking). Hay dos videos en http://www.youtube.com/watcli? 
v=gZkFVco 4 kL 4 y http://www.youtube.com/watch?v= 8 M 0 I 7 RZO 4 Hw. 


Maxwell inhomogeneas (1.1-1.4). Existen numerosas tecnicas tanto para desarrollo 
escalar como vectorial. Entre las mas conocidas estan el Beam Propagation Method 
(BPM 15 ), y Finite Difference Time Domain (FDTD 16 ). 

En la Figura 1.14 se muestra un ejemplo de propagacion a traves de una semies- 
fera y renidija mediante la tecnica de BPM. Se observa el proceso de focalizacion, 
que es similar al predicho en la Optica Geometrica. Tambien se observa la caustica, 
que es el el borde de distribucion de luz hasta llegar al foco. No obstante, tambien 
aparecen diferencias; en primer lugar el foco no es puntual, sino que tiene un tama- 
no finito. Tambien aparecen una serie de maximos y minimos debidos a los efectos 
difractivos (ya veremos con detalle). 

Por otro lado en la Figura 1.15 se muestran dos ejemplos, basados en FDTD, 
uno de una estructura fotonica, para reconducir la luz mediante un circuito optico 
y otro en el que se disena un metamaterial 17 para producir invisibilidad de una 
esfera. 

Otro ejemplo interesante es el que se muestra en la Figura 1.16a donde se estu- 
dian las resonancias electromagneticas en una cavidad mediante la tecnica RCWA. 
Se puede observar que la penetracion de la onda (que viene de abajo hacia arriba) 
y los modos resonantes dependen del estado de polarizacion de la onda incidente. 
Finalmente, en la Figura 1.16b se muestra un ejemplo de los modos de propagacion 
en una fibra optica, calculados mediante BPM. 


15 info sobre BPM: http://en.wikipedia.org/wiki/Beam_Propagation_Method 

16 info sobre FDTDhttp:/ /en.wikipedia.org/wiki/Finite_difference_time_domain 

17 http://en.wikipedia.org/wiki/Metamaterial 
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(a) (b) 


sz, n„ rf =1.35501+3.26 xl0 _5 i 



Figura 1.16: (a) Campo electromagnetico TE que entra en una cavidad metalica para distin- 
tas polarizaciones, basado en RCWA. (b) Ejemplo de propagation en una fibra 
optica, mediante BPM. 
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ENERGIA DE LAS ONDAS ELECTROMAGNETIC AS 



Una de las principales caracteristicas de la luz es que transporta energia. Estu- 
diaremos que el vector de Poynting, magnitud derivada de las ecuaciones de Max¬ 
well, permite determinar la cantidad de energia que transportan las ondas. Debido 
a que es fuertemente fluctuante en el tiempo, analizaremos tambien su promedio 
temporal. 


Indice 

2.1 La luz como fuente de energia. 23 

2.2 Vector de Poynting. 24 

2.3 Vector de Poynting para una onda armonica plana. 23 

2.4 Promedio temporal del vector de Poynting. 26 


Objetivos 

■ Determinar la energia que transportan las ondas electromagneticas. 

Referencias generates: 

■ Ryer A. "Light measurement handbook", Citeseer (1997). 

■ Rea M.S. and others, "Lighting handbook". Illuminating Engineering Society 
of North America (1995). 

■ Winston R., Minano J.C., Benitez, P, "Nonimaging optics". Academic Press 
(2005). 

■ Chaves, J., "Introduction to nonimaging optics", CRC Press (2008). 

LA LUZ COMO FUENTE DE ENERGIA 



Figura 2.1: Tres ejemplos donde se muestra que la luz es una fuente de energia: a) cocina 
solar, b) el fuego, c) paneles fotovoltaicos. 

Es de sobra conocido que la luz transporta energia, Figura 2.1. El sol, ademas de 
darnos luz para poder ver, se utiliza para producir energia electrica. La radiacion 
solar se transforma en calor que permite mover una turbina (energia solar termica) 
y tambien se transforma en electricidad (energia solar fotovoltaica) mediante pane¬ 
les solares. En este tema analizaremos como, a partir de las ecuaciones de Maxwell, 


23 
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Figura 2.2: Elemento de volumen infinitesimal y areas asociadas para el calculo de las inte¬ 
grates . 


podemos obtener parametros que nos permitan medir la cantidad de energia que 
transporta la radiacion electromagnetica. 1 


VECTOR DE POYNTING 


Segun la teoria electromagnetica, la energia de un campo electrico E, contenida 
en un elemento de volumen dV es 


dw E = 1 £o e 2 dv. 

De igual forma, en este mismo volumen, la induccion magnetica B tambien trans¬ 
porta una energia, que resulta ser 

dW B = -*_B 2 dV. 


Como consecuencia, la energia total, dW, localizada en dicho elemento de volumen 
es la suma de ambas, 

dW = l fe 0 E 2 + —B 2 ^) dV. (2.1) 

2 V f'o J 


Para ver como varia la energia con el tiempo dentro de un volumen V, bastara 
sumar la energia electromagnetica en cada elemento de volumen y estudiar su 
derivada temporal 


dW T 

dt 



dV. 


El termino dentro de la integral se resuelve como 


13 
2 dt 


( £ » e 2 + s b2 ) 



1 3 B 

H-^^7- 

Mo dt 


1 info sobre la radiacion solar: http://es.wikipedia.org/wiki/Radiacion_solar 
info sobre la energia solar: http://es.wikipedia.org/wiki/Energia_solar 
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2.3 VECTOR DE POYNTING PARA UNA ONDA ARMONICA PLANA 23 


Para simplificar este resultado consideraremos las ecuaciones de Maxwell genera- 
les (1.3) y (1.4) 


V AE = - 


3 B 

dt ' 


V 


A B = ji 0 j + y 0 £ 0 


9E 

at' 


la relacion vectorial E(VAB) — B(VAE) 
gencia de Gauss 2 , 



VF dV = 


V (E A B) y el teorema de la diver- 


F • n ds, 


(2.2) 


donde ds = ds\,ds^,ds^,ds^,ds^,ds^, segun Figura 2.2, y n es el vector normal a la 
superficie que apunta hacia el exterior del volumen 1 /. Con todo ello, obtenemos 
la siguiente relacion 


-/ Air + s B ^)" = / iEdy+ ^f EAB) *' <2 ' 3) 


donde j son las corrientes. El termino de la izquierda es variacion de la de energia 
almacenada en un volumen 1 /. Lo principal de esta ecuacion es que la parte de 
la derecha no presenta la dependencia temporal de los campos. Esta ecuacion se 
denomina teorema de Poynting 3 . 


El primer termino de la derecha indica que parte de esta energia se transforma 
en calor debido al efecto Joule. El segundo termino indica que parte de la energia 
electromagnetica almacenada se escapa a traves de las paredes que rodean volu¬ 
men. Esto nos da idea de que una onda transporta energia en su propagacion. Es 
necesario cuantificar la energia que una onda transporta. Para ello se define el 
vector de Poynting 


S = 


AeaB. 

Fo 


( 24 ) 


Las unidades del vector de Poynting son [S] = W/m 2 . El vector de Poynting des¬ 
cribe un flujo de energia (energia por unidad de tiempo y superficie). 


VECTOR DE POYNTING PARA UNA ONDA ARMONICA PLANA 


Para calcular el vector de Poynting no se puede utilizar la representacion com- 
pleja, porque hay un producto de campos, que es una operacion no lineal (la parte 
real del producto no es el producto de las partes reales). Un vector de Poynting 
imaginario es una serial de que hemos cometido este error. En adelante, el subin- 
dice r subrayara el uso de la representacion real. Para el caso de ondas armonicas 
planas, Eft (r, t ) = Eocos(k • r — cot) y B^ (r, t ) = Bgcos(k • r — cot), entonces obte¬ 
nemos, utilizando las ecuaciones de Maxwell, que B = (k A E) / 00 y sustituyendo 
resulta 

1 /1 

S (r, t) = —Eft A —k A Eft 
y 0 \co 


2 info sobre el teorema de la divergencia: http://es.wikipedia.org/wiki/Teorema_de_la_divergencia 

3 info sobre J.J. Poynting: http://es.wikipedia.org/wiki/John_Henry_Poynting 


definicion del 
vector de Poynting 
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Ahora bien, utilizando la relacion aAbAc = (a • c)b — (a • b)c esta ecuacion se 
simplifica 



y considerando que una de las ecuaciones de Maxwell indica que k • Eft = 0 para 
ondas planas, obtenemos que el vector de Poynting resulta 



El vector de Poynting apunta en la direccion del vector de ondas. Por lo tanto, 
para una onda armonica plana, fase y energia se propagan en la direccion del 
vector de ondas. La energia es proporcional al cuadrado del campo electrico. Esto 
es muy importante, porque nos indica que a la hora de calcular la energia nos es 
suficiente conocer el campo electrico E y el vector de ondas k para el caso de una 
onda armonica plana. Es por ello que normalmente los campos magneticos no se 
utilizaran en los calculos opticos. 


PROMEDIO TEMPORAL DEL VECTOR DE POYNTING 


El vector de Poynting (2.4) tiene una dependencia temporal fuertemente fluctuan- 
te, del orden de la frecuencia de luz v ~ 10 14 Hz. En la practica, ningun detector 
tiene resolucion temporal para medir dichas oscilaciones por lo que solamente es 
util conocer los promedios temporales del vector de Poynting, puesto que son los 
que realmente se van a poder medir experimentalmente. En lugar de tener que 
determinar el vector de Poynting "instantaneo", realmente en lo que estamos in- 
teresados es en el promedio temporal del vector de Poynting, que definimos como 



donde definimos (•) como el promedio temporal y At representa el intervalo sobre 
el que se promedia. Para hacerse una idea un tiempo de respuesta correspondiente 
a un detector muy rapido, seria del orden del nanosegundo. At ~ 10 -9 s. Para 
ello consideremos de nuevo la expresion general para el vector de Poynting (2.4), 
S = (Eft A Bft) /jiQ, y calculemos los valores de dichos campos, haciendo uso de la 
representacion real, puesto que hay un producto de campos. 



Entonces el vector de Poynting instantaneo resulta 


S = -L (E 0 A B* 0 + ES A Bo) + -L (e 0 A B 0 e~ i2wt + Eq A B* 0 e i2wt ) , 
4 }io 4/Iq V ' 


donde, para simplificar la notacion se ha eliminado la dependencia espacial, que 
esta implicita, Eq -a- Eq (r), Bq Bq (r). El promedio temporal del vector de 
Poynting se resuelve con cuatro integrales. El primer parentesis no depende ex- 
plicitamente del tiempo. Sin embargo, el segundo parentesis es despreciable para 
rangos opticos 
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pues At nunca es suficientemente pequeno como para que estas integrales sean 
relevantes: el denominador vale como mlnimo 10 5 ya que 00 At ~ 10 14 A t ~ 10 5 
(con At ~ 10 _9 s). Es por ello que el promedio temporal de este promedio resulta 

(S) = f- (Eo A B* 0 + ES A Bo). (2.6) 


De esta forma el promedio temporal del vector de Poynting para ondas armonicas 
resulta 


(S) M) = 2^{EMAB* (r,f)}. 


(2.7) 


pues 25 R(«) = a + a*. Esta formula es de utilidad puesto que se puede utilizar la 
representacion compleja, aun cuando es tamos tratando con operaciones no lineales. 
Es importante recalcar que esto solo vale para ondas armonicas. Para otro tipo de 
ondas se debe utilizar la definicion (2.4). A 1 particularizar la expresion hallada 
para la onda armonica plana 


<!S) = ABSe 


i(cot— kr) 


}■ 


se obtiene 

(S) = l\f¥ |Eo| 2 u/c, (2.8) 


donde |Eq) 2 = Eq • Eq- Vemos 


/c\ ^ / £0 It-. i2 

(S) = 2V^' 01 


que 


La energia que se propaga con la onda electromagnetica es proporcional a 

|Eo| 2 . 


■ La direccion de propagacion en el vacio es la que lleva el vector k. 


■ Para ondas armonicas planas, el promedio temporal del vector de Poynting 
es igual a la mitad del valor instantaneo. 

El hecho de que la energia de las ondas electromagneticas (parametro fisico obser¬ 
vable mediante nuestro ojo, un fotodetector, o una camara fotografica) sea cuadra- 
tico con el campo es de transcendental importancia en Optica, pues nos indica que 
pueden existir efectos interferenciales debido a los terminos cruzados. Esto se vera 
en el Capitulo 11. 


irradiancia El promedio temporal del vector de Poynting coincide con la 
magnitud irradiancia de la Optica Geometrica. Como la irradiancia es una magnitud 
escalar, se define como el producto escalar entre el vector de Poynting y un vector 
unitario, n, en la direccion de la superficie, Figura 2.3, 


Irradiancia = (S) • n 


(2.9) 


No obstante, en Optica se suele utilizar de forma similar la definicion de intensi- 
dad, como referencia a la energia observada en una superficie. En terminos prac- 
ticos es la misma exceptuando que solo se considera el modulo al cuadrado de la 
intensidad 

Intensidad = |E 0 | . (2.10) 

Esta definicion la utilizaremos frecuentemente, sobre todo en interferencias y di- 
fraccion, teniendo la precaucion de saber que no es exactamente la irradiancia, sino 
proporcional a esta. 


onda armonica 


onda armonica plana 


definicion de 
irradiancia 
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Figura 2.3: Cuando la normal a la superficie y el vector de Poynting no son paralelos entre 
si, la irradiancia disminuye. Esto explica por que en invierno hace mas frio que 
en verano y al atardecer en lugar del medio dia 


CONCLUSIONES 

■ El vector de Poynting cuantifica la energia que transporta una onda electro- 
magnetica; tiene unidades de flujo de energia W/m 2 . Tiene una dependencia 
temporal fuertemente fluctuante. 

■ Es mas efectivo utilizar el promedio temporal. 

■ Otros parametros de interes son la irradiancia y la intensidad luminosa. 
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Otra de las propiedades fundamentales de la luz, debida a su caracter vectorial, 
es el estado de polarizacion, que se define como la trayectoria del vector campo 
electrico en un piano normal al de propagacion. Si la trayectoria esta bien defini- 
da, se dice que el estado de polarizacion es puro. Para caracterizar la polarizacion, 
se definen diversos parametros tales como su excentricidad o elipticidad. El for- 
malismo de Jones permite la representacion de estados puros mediante un vector 
complejo 2x1. Los elementos o sistemas que modifican el estado de polarizacion 
se denominan polarizadores, y pueden ser polarizadores lineales, circulares, elipti- 
cos y retardadores. Dichos elementos polarizadores se pueden caracterizar a traves 
de una matriz de polarizacion 2x2. 


Indice 

3.1 Polarizacion en la vida cotidiana . 30 
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Figura 3.1: Funcionamiento de un polarizador lineal. 


Referencias generales 
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POLARIZACION EN LA VIDA COTIDIANA 

El ojo humano, es sensible a la energia de las ondas luminosas cuando la lon- 
gitud de onda esta en el rango del visible (300 — 700 nm aprox.). Por ello, el tema 
anterior nos ha sido intuitivo. Asimismo, debido a que existen celulas sensibles a 
distintas longitudes de onda, somos capaces de detectar colores que nos proporcio- 
nan una cierta informacion espectral. Por otra parte, nuestros ojos son insensibles 
a la direccion de vibracion del campo electrico, por lo que no podemos distinguir 
otra propiedad de la luz que es la polarizacion. Es por ello que el descubrimiento 
de la polarizacion de la luz ha llevado un camino mas lento. 

Antes de entrar en un analisis matematico de la polarizacion a partir de las 
ecuaciones de Maxwell, veremos algunos efectos cotidianos observables de la po¬ 
larizacion 1 . Debido a que no podemos observar esta propiedad directamente, para 
detectar y usar la polarizacion se emplean polarizadores lineales. Estos elementos 
dejan pasar el campo electrico en una cierta direccion, denominada eje del polari¬ 
zador y son capaces de absorber el campo electrico en la direccion perpendicular 
al eje del polarizador, Figura 3.1. En la vida ordinaria los polarizadores se encuen- 
tran en algunas gafas de Sol, en filtros para camaras fotograficas, pantallas de or- 
denadores, televisores y moviles. Tambien los reflejos sobre medios transparentes 
permiten polarizar la luz. 


el cielo esta polarizado La luz azul del cielo esta parcialmente polarizada 
vibrando en mayor medida perpendicularmente al piano que contiene a la vez 
al Sol, a nosotros y al punto del cielo que miremos. Esto se puede determinar 
utilizando un elemento polarizador, como es un polarizador lineal y girandolo. 

1 http: / / pendientedemigracion.ucm.es / info / gioq/fenopt / index.htm 
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Figura 3.2: Demostracion experimental de la polarizacion parcial del cielo. A 1 girar un po- 
larizador lineal, la cantidad de luz que lo atraviesa varia. (abajo) El estado de 
polarizacion de la luz proveniente del cielo depende de la posicion del sol. La 
luz esta mas polarizada a 90° del sol. 


Si no se observa variacion de intensidad la luz no esta polarizada (linealmente) 
mientras que si se observa variacion de la intensidad la luz esta polarizada. 

La Figura 3.2 muestra una porcion de cielo con nubes vis to a traves de un polari- 
zador para dos orientaciones del polarizador, senaladas por las flechas que indican 
la direccion de vibracion que absorbe. En la de la izquierda la porcion de cielo vista 
a traves del polarizador es mas oscura porque la mayor parte de la luz es absorbi- 
da por el polarizador. En la de la derecha no hay mucha diferencia entre el cielo 
dentro y fuera del polarizador. 

La luz que llega de las nubes no esta polarizada. Dentro de la nube, la luz ha 
sufrido multiples refracciones y reflexiones que hacen que la luz acabe vibrando 
en cualquier direccion. Por ello a diferencia del cielo la intensidad de las nubes 
depende muy poco de la presencia o no del polarizador y de su orientacion. 


Una vez analizado con detalle se observa que el estado de polarizacion del cielo 
depende del angulo formado entre la zona observada y la posicion del sol, como 
se muestra en la Figura 3.2c. 

los reflejos estan polarizados Supongamos que la luz ambiente incide 
en la interfase de dos medios transparentes, como se observa en la Figura 3.3. A 1 
mirar al cristal vemos luz reflejada (arboles) y luz transmitida (escaparate). La luz 
reflejada esta parcialmente polarizada ya que si se interpone un polarizador lineal, 
dependiendo del angulo de incidencia, se observa que el reflejo de los arboles va 
desapareciendo progresivamente. Ademas, bajo una condicion muy concreta, que 
en un tema posterior (Tema 8 "refraccion y reflexion en medios homo- 
geneos e isotropos") veremos que se denomina angulo de Brewster, el reflejo 
desaparece totalmente con el polarizador. 
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Figura 3.3: Reflejo sobre un vidrio sin polarizador y con polarizador. Se observa que el 
reflejo desaparece, por lo que significa que el reflejo esta polarizado. 



Figura 3.4: Cristal de calcita donde se observa la doble refraccion. 


calcita como elemento polarizador Uno de los primeros casos descu- 
biertos relacionados con la polarizacion es la doble reflexion que ocurre en algunos 
materiales transparentes como la calcita o el espato de Islandia, Figura 3.4. Estos 
materiales presentan una propiedad (que no analizaremos en este curso) que se 
denomina birrefringencia o doble refraccion. Son capaces de desdoblar un rayo 
de luz incidente en dos rayos (linealmente polarizados de manera perpendicular 
entre si como si el material tuviera dos indices de refraccion distintos). En un ana- 
lisis mas riguroso se ha visto que este tipo de materiales son anisotropos, es decir 
que tienen diferentes propiedades opticas segun la direccion de propagacion del 
campo electrico (polarizacion). 


vision de algunos animales Las abejas, al igual que algunos insectos, pre¬ 
sentan un sistema visual sensible a la polarizacion de la luz. Para ello, utilizan la 
rodopsina, que es una molecula que absorbe la luz linealmente polarizada en la 
direccion de sus dipolos. Las moleculas de rodopsina estan alineadas en los insec¬ 
tos a diferencia de los vertebrados. El conocimiento del estado de polarizacion de 
la luz celeste se utiliza para orientarse. En la medida que una banda de cielo azul 
siga siendo visible, una abeja es capaz de detectar el estado de polarizacion de la 
luz y utilizar esta informacion para conocer la posicion del Sol. 2 

Por otra parte, el stomatopoda, que es una mantis maritima 3 , que tiene por lo 
menos 16 tipos diferentes de fotorreceptores, que se dividen en cuatro clases, 12 de 

2 Hill, Richard W and Wyse, Gordon A "Fisiologla animal" Ed. Medica Panamericana (2006), cap 16 . 
http://books, google.es + (rodopsina + polarizacion) 

3 http://es.rn.wikipedia.org/wiki/Stomatopoda 
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ellos para analisis de color en las diferentes longitudes de onda -entre ellos cuatro 
que son sensibles a la luz ultravioleta- y cuatro de ellos para el analisis de la luz 
polarizada. Por tanto, poseen vision de color hiperespectral. Es el unico organismo 
conocido que puede detectar simultaneamente los cuatro componentes lineales y 
los dos circular de la polarizacion requeridos por los parametros de Stokes, que 
dan una descripcion completa de la polarizacion. Por otra parte, pueden ver el 
mismo objeto hasta con tres formas diferentes. En otras palabras, cada ojo posee 
vision trinocular y percepcion de la profundidad 

GAFAS POLARIZADAS Y PANTALLAS DE ORDENADOR Otro ejemplo donde Se 
observa el fenomeno de la polarizacion es en las pantallas (planas) de los ordena- 
dores. Si se utiliza un polarizador, como el de unas gafas polarizadas y se gira, se 
observa que la cantidad de luz que atraviesa el polarizador desaparece progresiva- 
mente. 



Figura 3.5: Transmision de la luz proveniente de una pantalla TFT a traves de unas gafas 
polarizadas 


sistemas 3D de cine En los sistemas de cine 3D para producir la estereosco- 
pia, el primer metodo fue codificar la imagen dirigida a cada ojo con dos colores, 
azul y rojo, y utilizar filtros de colores para cada ojo. Un avance al respecto ha 
sido el uso de gafas polarizadas. Pueden ser de dos tipos: pasivas, donde hay dos 
polarizadores fijos lineales o circulares, uno para caja ojo, y activas, donde el esta- 
do de polarizacion cambia de forma sincronizada para cada ojo con las imagenes 
emitidas. 

En el sistema de gafas polarizadas fijas se usan filtros polarizadores perpendi- 
culares entre si para los ojos izquierdo y derecho respectivamente, Figura 3.6. Esta 
polarizacion coincide con la de los filtros que se colocan frente a las lentes de 
proyeccion del cinematografo. Cada uno de los proyectores, sincronizados entre 
si, emiten la imagen correspondiente a uno de los ojos, que pasa a traves de un 
filtro que tiene polaridad distinta al del otro proyector, por lo que tras reflejarse 
en la pantalla, de las dos imagenes que llegan de forma simultanea al espectador, 
solo atraviesa la lente correspondiente al ojo izquierdo la imagen que lleva la po¬ 
larizacion adecuada al ojo izquierdo y viceversa, completando de este modo la 
separacion de las imagenes de los dos ojos y permitiendo que el cerebro pueda 
fusionarlas para crear la imagen en relieve. Es necesario que la pantalla de visua- 
lizacion sea especial y mantenga la polarizacion. En el caso de las gafas activas, 
solamente es necesario un proyector que emite de forma consecutiva imagenes pa¬ 
ra el ojo derecho y luego para el izquierdo. Un sistema de polarizacion controla el 
"encendido" y "apagado" de cada uno de los cristales de cada ojo. 
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definition de 
polarization 




Figura 3.6: Gafas polarizadas y uso en cines 3d 


POLARIZACION DE ONDAS ARMONICAS PLANAS 

Veamos ahora como podemos relacionar la polarizacion con el analisis electro- 
magnetico de la luz 4 . Supongamos que se incide con una onda armonica plana. 
Entonces el campo electromagnetico incidente resulta ser 

E (r ,t) = E 0 e , ( k - r - a,f ), B (r,f) = ( 3-0 

Como hemos visto, introduciendo esta solucion en las ecuaciones de Maxwell para 
el vacio ((i.i2)-(i.i5)) 


k • E 0 = 0 , (3.2) 

k • B 0 = 0, 

Bo = —k A E 0 , 
co 

(p- 

Eq =-k A B 0 . 

CO 

se muestra la transversabilidad entre los campos electrico, magnetico y el vector 
de ondas. Por tanto, bajo las condiciones citadas definimos la luz como una onda 
monocromatica constituida por dos campos electrico y magnetico vibrando per- 
pendicularmente entre si. 

Elipse de polarizacion 

Definimos el estado de polarizacion como la trayectoria que describe el vector 
campo electrico E (r, t) en el piano perpendicular al vector de propagacion k. Este 
piano se define como piano de polarizacion. Esta trayectoria es posible debido a 
que existe un grado de libertad, el giro del vector electrico. Si, por ejemplo, la onda 
se propaga en el eje z, el vector k es paralelo al eje u z (k || u z ) y, en consecuen- 
cia, k = (co/c) u z y E z = 0 . En este caso particular, el piano de polarizacion es el 
piano xy. Para una onda completamente polarizada, la trayectoria se puede escri- 
bir siempre como una elipse. Para su caracterizacion sea la siguiente onda plana 
monocromatica 


E x (z, t ) —Eo /X cos(kz -cot + S x ), (3-3) 

E y (z, t ) =E 0 , y cos {kz -cot + 5 y ), (3.4) 

4 http://es.wikipedia.org/wiki/Polarizacion_electromagnetica 
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3.2 POLARIZACION DE ONDAS ARMONICAS PLANAS 



donde S x y S y son desfases arbitrarios. 


not a Si, como hemos supuesto, la direccion del vector de ondas es el eje z, 
k = A:( 0 , 0 , 1 ), entonces la componente E z = 0 , por lo que se suele omitir en los 
estudios de polarizacion. No obstante, hay que tener en cuenta que el campo elec- 
trico, definido por la polarizacion, tiene 3 componentes E = ( E X/ E y ,E z ). Si el haz 
no se propaga en la direccion z la amplitud del campo electrico se puede determi- 
nar mediante una rotacion en coordenadas esfericas. 

Se define el desfase entre ambas componentes como S = S y — S x . Esta solucion 
representa un lugar geometrico, la ellipse de polarizacion. Si eliminamos el tiempo 
del sistema anterior se obtiene 


E? , Ey 2 xy cos S 

W~ x + ~^~ E 0 ,*Eo , y 


( 3 - 5 ) 


La obtencion de la elipse de polarizacion en ondas planas monocromaticas, implica 
la unica existencia de tres estados de polarizacion, lineal, circular y eliptico, siendo 
los estados lineal y circular degeneraciones de la elipse. La excentricidad de la 
elipse, e, se define por la relacion entre las amplitudes mayor y menor de la elipse, 
Figura 3.7, 



que nos permite determinar el grado de polarizacion lineal. Si e = 0 , la elipse 
se convierte en una circunferencia, a = b, (polarizacion circular) mientras que si 
e = 1, el semi-eje menor es nulo y la elipse degenera en una recta (polarizacion 
lineal). Estos valores se calculan en el complemento de la pag. 43. El sentido de 
recorrido de la elipse puede ser dextrogiro (horario) o dextro o bien levogiro o 
levo. Aqui tambien es necesario especificar cual es la direccion de propagacion, la 
misma elipse vista por una cara u otra da diferentes sentidos de giro. Nuestro 
convenio sera suponer que la onda se propaga hacia nosotros (es el convenio mas 
generalizado en Optica). 
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Figura 3.8: Polarization lineal y polarization circular. 


ESTADOS DE POLARIZACION 


Un estado de polarization es una elipse particular. Veamos los casos de polarization 
lineal, circular y eliptica. 


Polarization lineal 


Un caso particular de elipse es una recta que pasa por el origen, Figura 3.8a. 
Esto significa que el campo esta vibrando en una misma direction del espacio. 
Esta situation se produce cuando 


5 = 5 y — 5 X = mn con me Z, 


( 3 - 7 ) 


o bien cuando | £q x | = 0 6 | £(),, | = 0 . Entonces diremos que la polarizacion es lineal 
y que la luz es linealmente polarizada. Podemos usar la notacion 


E 0 = 



|Eo*kM =e i 5 x ( |E to | \ 
\E 0 y \e iS » ) V l%| e^y-e )' 


y utilizando que S = mrc resulta 

J 5 X I I ^Ox 


E 0 = 


Ox | 

± | £ 0V 


= e iS *\E 0x \ 


± | E()y | / |Eox| 


( 3 - 8 ) 


( 3 - 9 ) 


es decir, siempre que haya proporcionalidad a un vector real (aunque el coeficiente 
sea complejo) se dira que la luz esta linealmente polarizada. Un parametro im- 
portante para caracterizar la luz polarizada es el azimut oc, que se define como el 
angulo que forma el estado de polarizacion con el eje x. 


tana = 



( 3 - 10 ) 


De esta forma, si el haz esta polarizado en el eje y, el azimut es 90 °, mientras que 
si esta polarizado en el eje x el azimut es 0°. 
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Figura 3.9: Luz elipticamente polarizada. 


Polarization circular 


Se dice que la luz esta circularmente polarizada cuando la elipse se reduce a una 
circunferencia, Figura 3.8b. Esto ocurre si se dan las siguientes dos condiciones 


| ^Ox | — | y | / 

Sy — S x = ( 2 m + 1 ) ^ con m G Z. 

En otros terminos, 

1 

d=z 


En = 


is x 


1 

. tn 

L; 0 

>7 x 

H 

O 

l-q 

T 

so 

II 

£ o y \e^ x > 



(3.12) 


( 3 - 13 ) 


Para este tipo de luz se tiene siempre que la amplitud es proporcional a un vector 
de componentes 1 y =tz; el orden y los signos daran el sentido; donde H —> levo y 
- > dextro. 


Polarization eliptica 

El caso mas general de luz totalmente polarizada es la polarizacion eliptica, que 
se caracteriza por, Figura 3.9, 


-'Ox 


^ l £ 0 V 


En = e iSx 


-Ox 


-1 


1 


£ 0y 

.Aty-tx) 





= e~ iSx 


E().t 


pe 


( 3 - 14 ) 

( 3 -i 5 ) 


Luz natural 

Si la onda es estrictamente armonica, E = E 0 ^( k ' r_a; 0 / e l campo esta describien- 
do una elipse. A esto lo llamamos luz completamente polarizada (el campo describe 
una elipse —o una circunferencia, o una recta— perfectamente definida). 
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Figura 3.10: Trayectoria del campo electrico para un haz de luz despolarizada y parcialmente 
polarizada. 


En el caso mas general, la luz es superposicion de ondas monocromaticas que 
generan los distintos procesos de emision en la materia (atomos). Por una parte 
el proceso de emision no es infinito, por lo que las ondas no tienen un tiempo 
ilimitado. Por otra, cada una de las ondas puede tener una fase diferente respecto 
de las otras. Debido a todo esto el campo electrico global se obtiene de forma 
macroscopica como un fenomeno estadistico. Tanto la amplitud de campo, como 
de la fase, puede variar aleatoriamente. 

Entonces el vector campo electrico ya no describe una elipse, y en general, no 
sigue ninguna trayectoria reconocible. A este caso se denomina luz no polarizada 
o luz natural, 3.10a. Pero puede ocurrir que la trayectoria se aproxime a una de las 
polarizaciones simples que hemos visto. Es lo que se conoce bajo el nombre de 
polarizacion parcial , 3.10b. 

Los que hemos presentado son dos casos extremos. Podemos tener un estado de 
polarizacion mas frecuente que los otros, sin que por ello sea el unico. A esto se le 
llama luz parcialmente polarizada. Es posible descomponerla en suma de luz natural 
(las desviaciones de la polarizacion eliptica) y luz completamente polarizada, de 
tal modo que 

1 = Inp H"~ Cp* 

Para cuantificar cuan polarizada esta una onda, se define el grado de polarizacion 
como 

gp = -—hi_ 

l n p + lcp 


CARACTERIZ ACION DE LOS ESTADOS DE POLARIZACION! RE PRES ENT AC ION 
DE JONES 

En representacion compleja, el campo electrico E lo podemos describir, en su 
forma general, siempre que este polarizado, mediante 3 * 5 

E x = (3.16) 

Ey = |E 0 y| e ‘V( k ' r - Wf ). 

Consideremos t = 0, r = 0. Como quiera que sean las caracteristicas de la elipse de 
polarizacion en un piano cualquiera perpendicular a la direccion de propagacion 
vienen determinadas por las amplitudes de las componentes y el desfase entre 
ellas. Una base natural del espacio vectorial la forman los estados con polarizacion 
lineal oscilando a lo largo de los ejes x ey, que corresponden a los vectores Eq x u x y 


3 volvemos a recordar que el campo electrico tiene tres componentes. La polarizacion se analiza sobre 

una onda armonica plana que se propaga en la direccion z y por consiguiente E z — 0 . 
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3.4 CARACTERIZACION DE LOS ESTADOS DE POLARIZACION! REPRESENTACION DE JONES 


Estado de polarizacion Vector de Jones 

1 


Lineal en el eje x 
Lineal en el eje y 
Lineal a 45° 

Lineal a — 45° 

Lineal con angulo oc \P U ) 
Circular dextrogira 
Circular levogira 


I Px) = 

I Py) = 

\ P * 5 ) = ^ 
P-45) = ^ 


1 

1 

1 

-1 


c+> = -4 


COS oc 
dz sinx 
1 


+ / “ V2 

l c -> - 71 


l 

1 

—i 


Figura 3.11: Estados de polarizacion. 


EoyUy. Una vez conocida la base, que denominaremos | P x ) y \P y ) respectivamente, 
cualquier estado de polarizacion puro se puede escribir en funcion de esta base 

Jx — | Eox I / (3-17) 

Jy — | E 0 y | e ' S > (3.18) 

donde J = 5 y — S x y hemos eliminaremos la parte compleja de la componente 
x (un desfase global no afecta al estado de polarizacion). El vector J caracteriza 
la elipse de polarizacion y se denomina vector de Jones. Normalmente se suelen 
normalizar los parametros de Jones para que el vector tenga amplitud unidad. 
Como consecuencia, el vector de Jones se suele escribir como 


1 _ |Eo*| 


1 



+ 

(N 

* 

O 

1 

E 0 y 

2 


E 0 y 

Fqx 

-j* 



(3-19) 


Algunos ejemplos de estados de polarizacion se muestran en la Figura 3.11. 

Bases de polarizacion 

Para formar una base de polarizacion es necesario dos estados que sean ortogo- 
nales entre si, como los estados | P x ) y |Py) 


{Px \Py) — [1/0]" 


0 

1 


= 0. 


(3.20) 


donde hay que tener en cuenta la notacion de Dirac. 

Los estados circulares |C+) y|C_) tambien son ortogonales entre si 


(c+ |c-) = 4vr 


1 

—i 


= 0, 


(3.21) 
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Figura 3.12: La suma de dos ondas de igual amplitud, una polarizada de forma circular 
levogira y la otra circular dextrogira da lugar a luz linealmente polarizada. El 
angulo del haz depende del desfase entre las ondas circularmente polarizadas. 


por lo que tambien se podrian utilizar como base (base de Cardan). Es interesante 
considerar que la suma de dos estados circularmente polarizados, uno levogiro y 
otro dextrogiro da lugar a luz linealmente polarizada, Figura 3.12, 


|C+) + |C_) = 1/V2 


1 

—i 


+ 1 /V 2 


1 


= 2/V2 


1 

0 


2/V2| P x ). (3.22) 


ELEMENTOS MODIFICADORES DE LA POLARIZACION! POLARIZADORES 


Existen elementos opticos, como los polarizadores, laminas retardadoras, asi co¬ 
mo ciertos procesos fisicos, como la reflexion sobre superficies dielectricas o me- 
talicas, que modifican el estado de polarizacion de las ondas. Consideremos que 
tenemos una onda electromagnetica con un estado de polarizacion | E) que atravie- 
sa un elemento de polarizacion . El estado de polarizacion a la salida del elemento 
polarizador es | S). Esto se puede representar de forma matricial como 


\S) = M\E). 


( 3 - 2 3 ) 


La accion de un elemento optico lineal sobre un estado de polarizacion, esta des- 
crita por la accion de cierto operador de estado. En el formalismo de Jones estos 
operadores se corresponden con matrices 2 x 2, de forma que (3.23) se puede re¬ 
presentar como 


co 

1 _ 

0 

0 

II 

1 

1_ 

1 

CO 

<< 

\Mio Mu/ 

-1 

>> 

_1 


(3-24) 


Dentro de los elementos opticos lineales a estudiar, se ubican los polarizadores y 
las laminas retardadoras. 
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3.5 ELEMENTOS MODIFICADORES DE LA POLARIZACION: POLARIZADORES 


Polarizador lineal 


Un polarizador lineal, cuyo eje de polarizacion esta ubicado en la direccion x 
presenta una matriz de polarizacion 


PL (0 = 0 ) = |x) {x 



En el caso de un polarizador lineal en el eje y: 


PL (0 = 90 °) = | y) (y| 



( 3 - 25 ) 


(3.26) 


Si el polarizador no es perfecto, sino que la transmitancia en el eje de polarizacion 
(maxima transmision) es a max y en la perpendicular (minima transmision) es a m j n , 
entonces el polarizador se define como 


FL rea ,(e = 0 ) = 




(3-27) 


Rotacion del polarizador 


Si conocemos la matriz que caracteriza un polarizador P, y rotamos dicho pola¬ 
rizador un cierto angulo 0 , el estado rotado P( 0 ), se calcula como 


p(0) = R(- 9 )P( 0 )R(e) f 


donde 


m = 


cos 6 sin 6 
, — sin 6 cos 6 , 


(3.28) 


(3-29) 


es la matriz de rotacion. Por ejemplo, para el caso del polarizador lineal, la matriz 
que caracteriza un polarizador lineal rotado resulta 


PL( 0 ) = R(— 0 )PL (0 = O)R( 0 ), 


(3-30) 


por lo que se obtiene 


PL( 0 ) = 



cos 0 sin 0 \ 

, — sin 0 cos 0 J 

'cos0 0\ / cos0 sin0\ _ / cos 2 0 

v sin 0 0 / V — sin 0 cos 0 / V sin 0 cos 0 


sin 0 cos 0 
sin 2 0 , 


[ 7 de febrero de 2018 at 17:16 - classicthesis version 2017-2018.1 ] 





POLARIZACION DE LAS ONDAS ELECTROMAGNETIC AS 


Polarizador circular 


Un polarizador circular genera un estado de polarizacion circular cuando se 
incide con un haz linealmente polarizado. Los polarizadores circulares pueden ser 
a derechas o a izquierdas 


PC(+) 



PC(-) 



(3-3 1 ) 

(3-3 2 ) 


Como ejemplo ,veamos que ocurre cuando un haz linealmente polarizado a 0° 
incide sobre un polarizador circular a derechas. 


PC(+) |P 0 > 



(3-33) 


el haz resulta circularmente polarizado dextrogiro. 


Retardadores lineales 


Un retardador lineal es un elemento optico que actua unicamente sobre la fase 
de la luz incidente. Posee dos ejes ortogonales denominados eje rapido y eje lento 
caracterizados por dos indices de refraccion n 0 y n e llamados indice ordinario y 
extraordinario respectivamente. Estos ejes llevan asociados dos estados de polari¬ 
zacion ortogonales invariantes \u\), \u 2 ) bajo la accion del operador del retardador, 
L, salvo fase global 




(3-34) 


Si el angulo con el eje x es (p , 


PR(^/<^) = R(-<p)-PR(<P = 0) • R(<t>), (3-35) 


el polarizador se caracteriza como 
PR (5,<p) = 


cos | + i sin | cos 2 (p 


i sin | sin 2 (p 


i sin I sin 2 (p 
cos 2 ~ i sin | cos 2 (p j 


(3-36) 


Luz que atraviesa varios polarizadores consecutivamente 


Sea un haz de luz caracterizado por su estado de polarizacion \e) que atraviesa 
varios polarizadores L 1/ L 2 ,..., Ln de forma consecutiva. Entonces el estado de 
polarizacion a la salida del sistema de polarizacion resulta ser 

|s) = L N ---L 2 U\e), ( 3 . 37 ) 

es decir, la matriz de Jones del sistema completo resulta ser L = L N L 2 L 1 
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u 


\ 


Figura 3.13: Representation de un conjunto de dispositivos lineales a traves de la matriz de 
Jones L, producto de las transformaciones individuales de cada dispositivo. 



Figura 3.14: a) Explication de la ley de Malus. Con dos polarizadores cruzados no pasa na- 
da de luz, pero cuando existe un angulo 6 aparece una relation de coseno con 
el campo. b) Distribution de intensidad a la salida del segundo polarizador en 
funcion del angulo entre los dos polarizadores. Cuando los ejes estan alinea- 
dos la transmision es maxima mientras que cuando los ejes estan cruzados la 
transmision es minima. 


LEY DE MALUS 


Veamos que ocurre cuando un haz de luz natural (despolarizada) pasa consecu- 
tivamente a traves de dos polarizadores lineales, uno fijo y el otro que forma un 
cierto angulo 6 respecto al primero. Este experimento se realizara en la asignatura 
Laboratorio de Fisica III. Cuando un haz linealmente polarizado en el eje x atravie- 
sa dos polarizadores lineales, uno cuyo eje es 0 = 0 ° y el otro con un angulo 0 , el 
estado de polarization final resulta 

| u) 


Por consiguiente la distribution de intensidad es, Figura 3 . 14 , 

I = Iq (u\ \u) = Iq(c os 4 6 + sin 2 6 cos 2 6) = Jq cos 2 6. (3-39) 


= PL(0) \P X ) = 


cos 2 0 sin 6 cos 0 
< sin 0 cos 0 sin 2 0 



= Uq 


cos 2 6 
sin 0 cos 6 


(3-38) 
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POLARIZACION DE LAS ONDAS ELECTROMAGNETIC AS 


CONCLUSIONES 

■ Uno de los parametros fundamentales para caracterizar la luz es su estado 
de polarizacion, que se define como la trayectoria del campo electrico en un 
piano normal al de polarizacion (para el caso de ondas planas). 

■ Entre los estados de polarizacion nos encontramos con luz lineal, circular, 
eliptica y natural. 

■ Los polarizadores son elementos que modifican el estado de polarizacion de 
la luz que incide sobre ellos. 


ECUACIONES PRINCIPALES 


J = 


|£qxI 


\J |Eox| 2 +|Eoy 

I Px) = 



1 



E 0 y 

1 p iS 





1 1 

O H-* 

1_1 

II 

1 1 

H-* O 

1_1 

' l P45 ^ “ V2 

1 

1 

' l P “ 45 ^ “ V2 

1 

-1 _ 


> I p«) = 


COS OL 

zb sin a: 


' l C+ ^ “ V2 


' l c -) = 71 


l 

—i 


S x 

s 


-1 

II 

O 

O 

| 

l 

J V M 10 Mu) 

-1 


y J 


PL(0 = 0) = ( 1 ° ], PL(0 = 90°) = ( ° ° 
\0 0 / \0 1 ; 


P(0) = R(-0)P(O)R(0) con R(0) = 


cos 0 sin 0 


PC(+)= f \ M,PC(-)= . 

V-i 1/ \i i 


— sin 0 cos Qj 
1 -i\ 


1 0 

,0 e iS , 


PR 

|s) = L n - • • L 2 Lj \e), 


COMPLEMENTO! ALGEBRA DE POLARIZACION 


Las componentes de la amplitud varian como la proyeccion del estado de luz 
incidente \v) sobre un estado de luz que caracteriza al polarizador. Por tanto se 
pueden definir mediante proyectores ortogonales, dado polarizador caracterizado 
por un estado \u), se define el operador del polarizador, P como 

P = \u) (u\. ( 3 . 40 ) 

Se dice que el polarizador es lineal, circular o eliptico, si | u) es un estado lineal, 
circular o elipticamente polarizado respectivamente. 

Dado que el modulo de un estado coincide con su intensidad a fin de conser- 
var la energia, el operador P ha de ser unitario. Por tanto el estado caracteristico 
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3-B complemento: caracterizacion de la elipse de polarizacion 


del polarizador | u) debe estar normalizado y en consecuencia P sera unitario. El 
cambio en las amplitudes de los vectores se refleja al actuar P sobre un estado \v) 


P |i;) = | u) (u\v) = (u\v) | u ), 


(341) 


complemento: caracterizacion de la elipse de polarizacion 

La ecuacion ( 3 . 3 ) representa una elipse rotada, siendo de gran interes expresarla 
en forma canonica con el fin de obtener los semiejes mayor, a, y menor, b, de la 
elipse. Para su determinacion, considerese una elipse 


x /2 y ' 2 , 

- 1 - -_= 1 

a 2 b 2 ' 


a la cual se le aplica una rotacion 


x! —x cos ip + y sin tp, 
y' = — x sin ip + y cos tp, 


( 342 ) 


(343) 

(344) 


donde se obtiene la elipse afm 

2 ( cos 2 ip | sin 2 ip \ ^ 2 ( sin 2 V 7 , cos2 V 7 


xysin( 2 ^) ( -L - ^ = 1 . 


\ a 2 ' b 2 J ' y \ a 2 ' b 2 y 

(345) 

Al identificar terminos se obtienen los semiejes mayor, a , y menor, b de la elipse 
rotada 


1 /fl 2 = l 


1 /b 2 = \ 


sin 2 5 


sin 2 ^ 


1 1 \ 

+ + 


E 0,x E oJ \ E 0,A; 


COS' 


1 2 8 - 


1 1 

+ 


E l, X Eg J \ E 0 r x E o, 


cos- 


2 <s- 


A., E l s , 


A, E ly, 


(346) 


( 347 ) 
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INTERACTION LUZ MATERIA: MODELO MICROSCOPICO 

clAsico 


4 


Hemos visto como se propaga la luz en el vacio. Se aborda ahora el pro- 
blema de la interaccion de la luz con la materia. Simplificaremos el estudio 
considerando la interaccion de una onda electromagnetica con un unico dto- 
mo. Utilizaremos una descripcion cldsica en la que el electron esta ligado al 
nucleo mediante una fuerza eldstica , caracterizada por una frecuencia natural 
de oscilacion. La energia necesaria para el movimiento de las cargas se toma de 
la onda. La onda incidente pierde energia , que se transfiere a los electrones en 
forma de energia cinetica. Debido a que los electrones oscilan (carga variable en 
el tiempo) la energia adquirida por las cargas se re-emite en forma de radiacion 
electromagnetica, pero ahora estas nuevas ondas llevan direcciones diferentes 
de la que lleva la onda incidente. Esta da lugar a procesos de esparcimiento 
(scattering en ingles). 


Indice 

4.1 Modelo de materia: atomo de Lorentz. 48 

4.1.1 Fuerzas sobre las cargas. 49 

4.1.2 Ecuacion de movimiento de las cargas . 50 

4.1.3 Solucion para la carga ligada. 51 

4.1.4 Solucion para la carga lib re. 53 

4.2 Absorcion de la luz por la materia. 35 

4.2.1 Potencia extraida y esparcida. 33 

4.3 Generacion de luz por la materia. 36 

4.3.1 Radiacion dipolar. 37 

4.3.2 Carga oscilante. 38 

4.3.3 Emision de un oscilador amortiguado. 38 

4.3.4 Potencia reemitida. 61 

4.3.3 Muchos elementos dispersores. 62 


Objetivos 

■ Conocer el modelo clasico de atomo de Lorentz. 

■ Conocer el modelo clasico microscopico de la interaccion de la luz con la 
materia. 

■ Conocer el modelo clasico de esparcimiento de la luz por los atomos. 

Referencias generales 

■ J.M. Cabrera, F.J. Lopez, F. Agullo "Optica electromagnetica, vol. 1 : Funda- 
mentos" Addison-Wesley 1998 , caps: 4 y 3 


47 
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Electron 



Figura 4.1: Modelo de atomo de Lorentz clasico. 


MODELO DE MATERIA! ATOMO DE LORENTZ 

Hasta ahora hemos tratado la propagacion de las ondas electromagneticas en el 
vacio, pero no hemos hablado de como se generan. Para crear una onda electro¬ 
magnetica es necesario que exista una distribucion de cargas y corrientes electricas 
variable en el tiempo. El problema de resolver las ecuaciones de Maxwell con densi- 
dades de carga p( r, t) y corrientes j (r, t), variables con el tiempo, es muy complejo 
de forma general. Para comenzar, describiremos un modelo sencillo de atomo, el 
atomo de Lorentz, que permite analizar la transferencia de energia entre la onda 
electromagnetica y los electrones. Utilizaremos una descripcion clasica (no cuanti- 
ca), que sera suficiente para los fenomenos y la precision que se abordan. 

Un atomo tiene un tamano caracteristico de 0,1 nm, por lo que seria necesario 
desarrollar un tratamiento cuantico para su descripcion. No obstante esto esta fue- 
ra del alcance de esta asignatura, por lo vamos describir el atomo a traves de un 
modelo clasico "modificado". En el atomo de Lorentz se considera que hay un 
nucleo pesado formado por cargas positivas y electrones, mucho mas ligeros, que 
estan ligados al nucleo y orbitan alrededor. Los electrones tienen carga negativa y 
el nucleo tiene carga positiva. En la materia, tambien existen cargas libres, como 
en los metales, donde los electrones no interactuan con los nucleos, sino que se 
mueven libremente. 

Existen algunos problemas en este modelo segun la teoria electromagnetica, pues 
los electrones al seguir una trayectoria curva, estan acelerados y entonces deben 
emitir radiacion electromagnetica. Esto es justamente lo que queremos explicar 
pero, al perder energia por radiacion, deberian perder energia cinetica y eventual- 
mente, deberian caer al nucleo y colapsar. Para poder describir los fenomenos de 
nuestro interes, la primera hipotesis que consideramos es que los atomos tienen 
un estado fundamental estable. Podemos imaginar una nube de carga alrededor 
del nucleo, una idea semi-cuantica del atomo. Esa nube de carga tendra un centro 
de carga que puede coincidir o no con el nucleo. Para simplificar el analisis consi- 
deraremos moleculas no polares, es decir, sin momento dipolar permanente. Para 
ellas, el centro de carga positiva y negativa esta superpuesto, Figura 4 . 2 a. 

Bajo la influencia de un campo electromagnetico, el atomo se perturba, cambian- 
do la forma de la nube electronica en el estado fundamental. El centro de carga 
negativa ya no estara sobre el nucleo, sino que se forma un pequeno dipolo. Esto 
corresponde a excitar el atomo, Figura 4 . 2 b. Adicionalmente a la fuerza ejercida 
por el campo electromagnetico externo (haz de luz), el dipolo esta generado por 
cargas opuestas y se producira una fuerza de reaccion, que se intentara oponer a 
esta perturbacion electromagnetica. Por ello, aparecera una fuerza de recuperacion 
para reunir de nuevo los centros de carga. Dentro de una teoria clasica diriamos 
que aparecen fuerzas internas en el atomo que intentan compensar el efecto de la 
perturbacion de los agentes externos. 


[ 7 de febrero de 2018 at 17:16 - classicthesis version 2017-2018.1 ] 


4-1 MODELO DE MATERIA: ATOMO DE LORENTZ 



Figura 4.2: a) Atomo clasico en su estado fundamental. Los centros de masas de las partes 
positivas (nucleo) y negativas (electrones) coinciden. Por consiguiente no hay 
momento dipolar, b) Atomo perturbado por un campo electromagnetico. En este 
caso, los centros de masa de la parte positiva y negativa estan separados una 
cierta distancia, por lo que si se crea un momento dipolar. 



Fuerzas sobre las cargas 


Asumimos que los nucleos son muy pesados en comparacion con los electrones 
y no se mueven. Supondremos que los electrones son puntuales. Para caracterizar- 
las especificamos su carga q = -1,60210 _19 C, su masa m e = 9,109 10~ 31 kg y su 
trayectoria r (t). Para conocer la trayectoria, consideramos la ecuacion dinamica de 
Newton que relaciona las aceleraciones con las fuerzas F 


d 2 r 


F. 


(4- 1 ) 


Existen varias fuerzas que se aplican sobre el electron. 


fuerza electromagnetica Cuando una carga es excitada por un campo 
electromagnetico variable incidente, la onda transfiere una parte de su energia, 
que la carga transforma en movimiento. La fuerza ejercida sobre la carga debida a 
dicho campo viene dada por la expresion de Lorentz ( 1 . 10 ) 

?ext = <?(E+ ^AB), (4.2) 

donde dr/dt es la velocidad de la particula. De esta forma se transfiere energia de 
la onda electromagnetica a las cargas. Como el nucleo es mucho mas pesado, su 
aceleracion es minima y la consideramos despreciable (como el sol en el sistema 
solar). Los electrones, al ser mucho mas ligeros, es necesario considerar el efecto 
de esta fuerza. 
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fuerza de recuperacion Existe una fuerza que obliga al electron a estar 
en una distancia estacionaria. Para encontrar una expresion explicita para estas 
fuerzas que nos permita incluirlas en la ecuacion de movimiento vamos a hacer la 
suposicion de que la separacion inducida entre centros de carga es muy pequena, 
lo que nos permitira usar una expresion lineal en la separacion 1 , el primer termino 
del desarrollo en serie de F \ ni 

Yi nt (r) ~ -m e colr-\- terminos no lineales en r, ( 4 . 3 ) 

donde m e es la masa del electron y coq es lo que llamaremos frecuencia de resonancia. 
Esta fuerza es similar a la que ejerce un muelle sobre una masa. Hay casos, como 
es el del campo debido a la radiacion de un laser de potencia en los que habria 
que tener en cuenta terminos cuadraticos o incluso de orden superior, ya que la 
separacion entre las cargas es grande y la aproximacion lineal no es valida cuando 
el campo es muy fuerte. 

fuerza de rozamiento Ademas, las cargas, realmente, no suelen estar aisla- 
das, sino que interactuan con el medio ambiente, en forma de colisiones y otros 
efectos. Por tanto, debe tenerse en cuenta que el sistema de cargas tendra perdi- 
das irreversibles de energia. Vamos a introducir un termino de de friccion que de 
cuenta de modo fenomenologico de esas perdidas de energia como si fuera un 
rozamiento 

F roz = (44) 

El problema general de un atomo no aislado, inmerso en un medio ambiente ro- 
deado de atomos es un problema bastante mas complicado, pues la onda electro- 
magnetica incidente pone en movimiento todas las cargas ligadas. Estas cargas 
ligadas re-emiten ondas electromagneticas, como hemos visto. Por tanto, para un 
atomo determinado llega la onda incidente y, superpuesta, las ondas debidas al 
movimiento de las ondas ligadas que la rodean, que tambien afectan a su dinami- 
ca. La influencia del campo de una carga sobre si misma constituye un problema 
formidable, que se aborda en [? ]. 

Ecuacion de movimiento de las cargas 

electrones ligados Consideramos estas tres fuerzas, (la fuerza inducidas 
sobre el electron son la fuerza de Lorentz generada por la onda electromagnetica, 
la fuerza recuperadora del oscilador armonico de frecuencia natural coq, y la fuerza 
de rozamiento) la ecuacion de movimiento del electron se reduce a este "sencillo" 
problema de ecuaciones diferenciales 2 

F = F ex t Ej nt + F roz 

, dr . o dr . 

<?(E + j~ t AB) - m e a>fa - m e ^—. ( 4 . 5 ) 

electrones libres Ademas de los electrones ligados al nucleo por una fuerza 
recuperadora, tambien existen electrones libres, como los electrones externos en los 

1 La optica lineal es aquella para la que vale la aproximacion lineal para las fuerzas internas. La mayorla 
de las fuentes de luz se pueden caracterizar con el desarrollo solo lineal de la fuerza recuperadora. 

Un medio (electromagneticamente) isotropo es un medio en el que no se pueden distinguir unas direcciones 
de otras a efectos de propagacion de campos electromagneticos. El que se haga una aproximacion lineal 
no implica que el medio sea isotropo o deje de serlo. De hecho se puede hacer optica lineal anisotropa 
utilizando para la fuerza recuperadora un coeficiente no escalar, sino tensorial. 

2 el nucleo es mucho mas pesado y consideraremos que no se mueve 


d 2 r 

me Jt 2 = 
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metales. La ecuacion de evolucion de estos electrones es la misma pero, al no estar 
ligados al nucleo, entonces coq = 0, ya que no hay fuerza recuperadora. Basta, pues, 
resolver el problema de la carga ligada para despues particularizar para frecuencia 
natural nula y obtener las soluciones de la carga libre. 

F = F ext + F roz 

dr . dr . ^ 

,(E + -AB)-»«-, (4,6) 


d 2 r 

tn e —w = 
dt 2 


Solution para la carga ligada 


Resolveremos la ecuacion de movimiento para el caso mas sencillo posible, la 
onda armonica plana. No obstante, permite comprender con toda generalidad el 
problema. Hay que considerar que estamos en un entorno muy pequeno y casi 
cualquier onda se puede aproximar a una onda plana. En este caso, el campo 
incidente resulta 

E =E 0 e i ( k - r - ft,t >, ( 4 - 7 ) 

B =—k A E = B 0 e' (k ' r “ a ’ f) . 

CO 

No hay mas que utilizar estos campos en la expresion ( 4 . 5 ). La ecuacion resultante 
sigue siendo complicada para resolverla, de modo que vamos a introducir dos 
aproximaciones adicionales. La primera es que para una onda armonica plana 
sabemos que 

|B 0 | = -|E 0 |. (4.8) 

Entonces, la fuerza de Lorentz, en valores absolutos, resulta 

|F| ~ 1 (|E| + ~|E|) • ( 4 - 9 ) 


Vemos que el segundo termino presenta un factor v/c respecto al primero. Enton¬ 
ces, asumiendo que la velocidad de los electrones no es relativista, v <C c, podemos 
aproximar la fuerza solo por la fuerza electrica, F ~ qE. Si el campo electromagneti- 
co fuera suficientemente fuerte (por ejemplo, el debido a un laser bastante potente) 
esto no seria cierto 3 . Con esto, la ecuacion queda 


d 2 r 

me dfi 


= qEoe^' 1 -^ 


o dr 

-m e co^r-m e o(—. 


(4.10) 


La ecuacion ( 4 . 5 ) es no lineal pues la incognita r aparece en un exponente. Admiti- 
remos que en la solucion la separacion entre cargas positivas y negativas cumple 


r (t) — r (0)| < A. 


(4.11) 


El tamano tipico de los atomos es del orden del nm, y r (f) cabe esperar que sera 
como maximo el tamano del atomo. La longitud de onda del visible es del orden 
de las micras, 500 veces mayor. Por ello, 

k • r (f) ~ k • r ( 0 ) = tie, ( 4 * 12 ) 


3 verificaremos esta aproximacion en los problemas. 
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y podemos incluir este factor constante en la amplitud E 0 . Con ello queda la si- 
guiente expresion para la fuerza de Lorentz 

F ~ qE 0 e~ ,wt . (4.13) 


La fuerza cambia en el tiempo, pero es constante dentro del atomo. 

Una vez admitidas ambas hipotesis, la ecuacion que tenemos que resolver se 
reduce a 


d 2 r dr 

dfi +7 di 


+ "o r 


1 

m 


E 0 e~ iwt , 


(4-i4) 


que es la ecuacion de un oscilador armonico amortiguado y forzado. Esta ecuacion 
diferencial tiene dos soluciones, una homogenea y otra inhomogenea 


r = r i + r h . 


(4-i 5) 


La solucion general inhomogenea es debida a efectos transitorios, como cuando 
el atomo esta excitado (por la radiacion electromagnetica) y se apaga la fuente de 
excitacion, el termino a la derecha de (4.14). El atomo seguira vibrando y emitien- 
do radiacion electromagnetica, un cierto tiempo hasta que pierda toda la energia 
cinetica. Esta solucion tiene la forma 

r i(t) = r 0 e~ 7 t/ 2 e~ lcVot . (4*16) 


El tiempo de desexcitacion es del orden de r = 2/7 y la duracion de este transitorio 
ronda el orden de los ns. 

Veamos ahora la solucion homogenea, es decir aquella estable cuando esta pre¬ 
sente la radiacion electromagnetica. Probaremos como solucion la siguiente onda 
armonica 

r = r 0 e _!a,f , (4.17) 

donde la frecuencia co de la onda es diferente de la frecuencia de resonancia cvq. 
Nos falta conocer cual es la amplitud de la trayectoria rg. Para determinarlo, intro- 
duciremos esta solucion prueba (4.17) en la ecuacion del movimiento (4.14). Calcu- 
lando las derivadas r = — icoroe~ lcvt y r = — co 2 roe~ lcvt resulta 

(—co 2 — icoj + cun) r 0 e~ lcvt = — Eoe~ lcvt . (4*18) 

V / m 


Despejando la amplitud de la trayectoria de la carga ligada, obtenemos la siguiente 
solucion 


ro 


q/m 


cOq — co 2 — ijco 


Eo, 


(4-i9) 


y, por ello, el desplazamiento del electron resulta ser, Figura 4.4, 



(4.20) 


Esta ecuacion liga el movimiento de los electrones con el campo electromagnetico 
incidente. A 1 ser la amplitud compleja, tambien se puede escribir de forma |rg| c z ^°. 


r (0 = 


q/m 


1/2 


E 0 e‘ 


i((p 0 -cvt) 


(4.21) 


(co^-cv 2 ) +(jco ) 2 

donde tancpo — jco/ {coq — co 2 ). Veamos algunos comentarios relativos a esta ecua- 


cion: 
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Figura 4.4: Valor absoluto de la position y desfase en funcion de la frecuencia de la onda 
incidente. La frecuencia de resonancia es co 0 = 10 15 Hz y 7 = 10 8 Hz. 


1. El desplazamiento de las cargas es lineal en el campo y ademas las cargas 
oscilan a la frecuencia del campo electrico incidente, que las fuerza. 

2. El desplazamiento del electron depende del estado de polarization del haz 
incidente. Si la polarization es lineal, el movimiento sera lineal. Si la pola¬ 
rization es circular el electron se mueve circularmente respecto al punto de 
equilibrio 

3. La constante de proporcionalidad es compleja, se produce un desfase entre 
el campo incidente y la respuesta del electron, Figura 4.5. Esto significa que 
la respuesta del electron se va retrasando respecto al impulso de la onda 
electromagnetica. Para frecuencias de la onda incidente inferiores a la de la 
resonancia el electron es capaz de seguir al campo y el desfase es nulo o muy 
pequeno. No obstante, cuando la frecuencia del haz incidente es superior a la 
de la resonancia, el electron no es capaz de seguir al campo y se retrasa hasta 
que el desfase se hace tc (en contrafase). Este retraso es debido a las fuerzas 
de rozamiento, sintetizados en 7. Si no hubiera fuerzas de rozamiento, no se 
produciria ningun tipo de retraso. 

4. La constante de proporcionalidad depende de la frecuencia de la onda electro¬ 
magnetica incidente. Si esta es muy proxima a la de resonancia, la respuesta 
sera muy fuerte 4 . Si esta lejos de la resonancia, el electron no se entera de la 
presencia de la onda electromagnetica. 

En cuanto al cumplimiento de las hipotesis que nos han conducido a (4.20), se 
daran dos situaciones: 

■ co 7^ coq (aproximacion buena), se cumplen las condiciones impuestas. 

■ co = cvq (resonancia). En este segundo caso la aproximacion de estos calculos 
clasicos es peor, aunque suficiente. Para ser mas rigurosos seria necesario 
realizar un tratamiento cuantico de la materia. 

Solution para la carga libre 

La diferencia entre la carga libre y la carga ligada es que la primera no estaba 
sometida a ninguna fuerza de restitution que intentaba devolverla a la position de 

4 no es inmoral que los electrones se exciten fuertemente cuando ven una resonancia 
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Figura 4.5: Campo electrico incidente (E) y desplazamiento del electron (r) para tres distintas 
frecuencias de incidencia. La frecuencia de resonancia es coq = 10 15 Hz y 7 = 
10 12 Hz. El campo incidente tiene una amplitud de 1000 V/m. (arriba) go = coq — 
7. (centro) co = cvq. (abajo) go = coq + 7. Se observa una variacion de la amplitud 
(la mayor es en la resonancia) y el desfase entre la onda excitadora y la respuesta 
del electron. 
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4-2 ABSORCION DE LA LUZ POR LA MATERIA 


equilibrio. Esta fuerza venia determinada por la frecuencia a ? 0 de vibracion de la 
carga ligada, asi que si consideramos la ecuacion de movimiento de esta y hacemos 
co 0 — 0 obtenemos la ecuacion de la trayectoria para la carga libre 


r (0 = 


—q/m 
co 2 + ijco 


E 0 e- icvt 


q/m 


co ( co 2 + 7 2 ) 1/2 


E 0 e ] 


i{(p-cot) 


(4.22) 


con tancp = —7/ co. 


ABSORCION DE LA LUZ POR LA MATERIA 


Potencia extraida y esparcida 


Como dijimos al principio del capitulo, cuando una onda electromagnetica inci- 
de en una carga, esta le transfiere parte de su energia y da origen a los procesos 
de absorcion y re-emision. Para conocer la cantidad de energia extraida de la onda, 
vamos a hacer un calculo indirecto a partir de la energia absorbida por el electron, 
ya que se mantiene la conservacion de la energia. La cantidad que vamos a analizar 
es la potencia extraida por la particula. Esta sera el trabajo realizado por el campo 
electromagnetico (la fuerza de este sobre la carga, para ser mas precisos) sobre la 
carga ligada en un periodo T, 

(P e ) = F-v = (-(/E—) = - y -qE R v R dt, (4.23) 


donde estamos usando magnitudes reales ya que el producto escalar del campo y 
la velocidad es una operacion no lineal. La velocidad se puede derivar de forma 
sencilla a partir de (4.20). Si la onda incidente es una onda armonica plana, este 
valor resulta 


(P) 

[e> 2 m e (cv 2 — co %) 2 + o> 2 7 2 ' 


(4-24) 


La potencia es dependiente de la intensidad del campo incidente. Tambien observa- 
mos que cuando la frecuencia del haz incidente es mucho menor que la frecuencia 
de resonancia, co <C coq, entonces la potencia extraida resulta 


(Pe)co<^co 0 — 


q 2 |E 0 | 2 jcv 2 

2 m e u>$ ' 


Por el contrario, cuando co coq 


{Pe)co^>oj 0 — 


<7 2 |Eq| 2 7 

2 m e co 2 ' 


(4-25) 


(4.26) 


Por otro lado, la potencia extraida en la resonancia co = u>o es maxima 


(Pe) 


CO—COq 


2 m e j ' 


(4-27) 


Otro parametro mas interesante, si cabe, es la seccion eficaz de extincion , cr e , que 
es la relacion entre la potencia extraida y el promedio temporal del vector de Poyn- 
ting, <|S|> = |E 0 | 2 /2 ce 0 segun se muestra en (2.8). Dividiendo ambos terminos 


resulta, 

(Pe) J? _ 7<^ 2 

e (|S|) m e ce 0 (co 2 -co 2 ) 2 + co 2 j 2 ' 


(4.28) 


[ 7 de febrero de 2018 at 17:16 - classicthesis version 2017-2018.1 ] 










INTERACT Cl ON LUZ MATERIA: MODELO MICROSCOPICO CLASICO 



Figura 4.6: Section eficaz de extraction. La frecuencia de resonancia es goq = 10 15 Hz y 
7 = 10 8 Hz. 


que se muestra en la Figura 4.6. La seccion eficaz tiene unidades de area, [a e \ = m 2 . 
A 1 tener unidades de area, un parametro interesante es el radio eficaz, que se define 
como r = y/cJ e /n. Tanto la potencia extraida como la seccion eficaz son magnitudes 
que toman valor maximo para la resonancia y fuera de ella se hacen muy pequenas. 
Para el caso de la resonancia 


Ce \ co—coq 


r 


m e c£ 0 y 


1 , 0610" 5 2 

- m . 

7 


( 4 - 29 ) 


GENE RAC ION DE LUZ POR LA MATERIA 

Debido a que los electrones se aceleran cuando pasa una onda electromagnetica, 
se produce un dipolo oscilante entre el nucleo y el electron. Segun las ecuaciones de 
Maxwell, un sistema de cargas variables en el tiempo genera radiation electromag¬ 
netica. En este sentido la materia recibe la energia de la radiation electromagnetica, 
la entretiene un cierto tiempo en forma de energia cinetica y la vuelve a re-emitir 
pasado otro cierto tiempo en forma de radiation electromagnetica. Esto significa 
que si la luz atraviesa un medio material denso (con muchos atomos), la velocidad 
de la luz se ve forzosamente retrasada, puesto que la luz es absorbida y reemitida 
por la materia, y esto cuesta un cierto tiempo, tiempo de decaimiento r, que esta 
relacionado con 7 a traves de r = I/7. Tambien parte de la energia se disipa en 
forma de calor, por efecto Joule. Tenemos, pues, diversas situaciones en las cuales 
el atomo puede re-emitir la energia: 

1. Esparcimiento: las cargas re-emiten esa energia en forma de ondas electro- 
magneticas en direcciones diferentes de las que lleva la onda incidente. 

a) Esparcimiento de Rayleigh: la frecuencia re-emitida es la misma que la 
incidente. 

b) Esparcimiento de Raman y Brillouin: la frecuencia es diferente (efectos 
no clasicos). 

2. Absorcion: la energia se transforma en energia potencial y se disipa en for¬ 
ma de agitation termica o calentamiento. Esta radiation termica tiene una 
frecuencia muy diferente a la incidente. 
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Figura 4.7: (a) Campo electrico y magnetico generado por un dipolo, (b) Campo electromag- 
netico en la zona de ondas. El vector de Poynting es radial, el campo electrico 
sigue un paralelo y el campo magnetico un meridiano. 


Radiation dipolar 


Calculemos ahora el campo creado por un dipolo oscilante, de tamano /, genera¬ 
do por el sistema nucleo-electron en movimiento, en un punto R muy alejado de 
dicho sistema. Se cumple la condicion l <C R . Supondremos ademas que l <C A, 
que es equivalente a que los campos varien muy poco en distancias del orden de 
l y ademas deben llevar velocidades no relativistas (1; < c). El momento dipolar 
electrico de un sistema de cargas se escribe 

P = E^ r i' ( 4 - 30 ) 


donde ri es la posicion de las carga i-esima en el espacio. El sistema de cargas 
genera un campo electromagnetico dado por las expresiones siguientes [? ] 


E (R,t) 


47T£o 

A 

4 zr 


V V 


p(£)\ _ _Fo_ f d 2 p(t) 
R ) 4 nR V dt 2 


1 dp(0 \ 

R dt ) 


( 4 - 3 i) 

( 4 - 32 ) 


Para distancias muy lejanas, la onda emitida puede considerarse plana en un en- 
torno pequeno del frente de ondas (1 cm). A esta aproximacion la llamaremos zona 
de ondas y nos simplifica las expresiones para los campos 


E (R,t) 
B(R,t) 


Fo f d 2 p(t) 


4 tcR V dt 2 

Fo (fyjt) 

AtccR dt 2 


As As, 


A s. 


( 4 - 33 ) 

( 4 - 34 ) 


donde s es un vector unitario en direccion de observacion. Es importante notar 
la dependencia con la inversa de R ya que esto posibilita que los campos tengan 
mayor alcance que los creados por un dipolo electrico estatico, cuya dependencia 
va con la inversa de R 3 . En la Figura 4.7 se muestran los distintos vectores involu- 
crados. 
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Carga oscilante 


Vamos a considerar el tratamiento de la seccion anterior para un caso particular 
en el que tenemos una sola carga con movimiento armonico simple alrededor de 
su posicion de equilibrio (por simplicidad tendra direccion en el eje z). Esto es 
equivalente a un dipolo oscilante con momento dipolar electrico 

p(f) = qr 0 e~ la}t z, (4.35) 


donde r 0 es la separacion maxima de la carga con respecto a su posicion de equili¬ 
brio. Usando las ecuaciones de la aproximacion dipolar electrica (4.33) obtenemos 
las componentes de los campos en coordenadas esfericas 


E r 

E e 

Ecp 


~qr 0 k 3 f 2 

toi7 cos( *l(W 

4 ne 0 \ ( kR ) 3 

B r = Bg = 0 , 
qr 0 k 3 . Q f i 



e i(kR-tot)* 


(kR ) 2 



e i(kR-wt)' 



e i(kR-u>t)' 


( 4 - 36 ) 

( 4 - 37 ) 

( 4 - 38 ) 

( 4 - 39 ) 


donde R es la distancia entre el dipolo y el piano de observacion. Las lineas de 
campo magnetico B son circulos perpendiculares al dipolo y las de E son curvas 
en pianos que contiene al dipolo y ademas el campo electrico tiene simetria de 
revolucion alrededor del dipolo. 

A distancias grandes (R A) los campos pueden considerarse en la aproxi¬ 
macion de la zona de ondas y mediante (4.36) obtenemos unas expresiones mas 
sencillas para los campos (en coordenadas esfericas) 


Eq = cB(p 


qrpk 2 
47 X£ 0 R 


smde^ kR - wt \ 


(4.40) 


con el resto de componentes nulas. Como se puede observar, localmente E y B 
son ortogonales entre si y a la direccion radial. La forma general de la onda es 
e i(kR-cvt) j r q Ue ge corresponde a una onda esferica, aunque esta modulado por el 
angulo 0 , por lo que adopta la forma de la Ligura 4.8. 

No obstante, para una cierta posicion R suficientemente lejana, en un entorno 
pequeno, R se puede aproximar a una constante y entonces el campo electromag- 
netico se aproxima localmente a una onda plana, Eq = cB§ = E 0 £ z( ^ -a; ^/ 

El termino sinO en (4.40) hace que exista una dependencia del estado de polarizacion 
de la luz esparcida segun la direccion de observacion. Si el haz incidente esta polarizado de 
forma lineal, entonces el campo esparcido mantiene la polarizacion. pero no se emite en la 
direccion del movimiento del dipolo, Figura 4.9. 


Emision de un oscilador amortiguado 

Hemos supuesto que el dipolo se mueve indefinidamente, dado que le llega 
una onda electromagnetica armonica. Pero en la practica esto no es asi. Cuando la 
onda incidente deja de llegar el electron responde perdiendo energia y, finalmente, 
parandose en su estado de equilibrio. Veamos ahora el fenomeno de la emision de 
radiacion de un atomo cuando se des-excita un electron. Para ello, utilizaremos la 


[ 7 de febrero de 2018 at 17:16 - classicthesis version 2017-2018.1 ] 












4-3 GENERACION DE LUZ POR LA MATERIA 



Figura 4.8: (a) Emision de un dipolo. La fase tiene aproximadamente la ecuacion de una 
esfera, pero la amplitud esta modulada por un termino sin 0 que hace que no se 
emita radiation para angulos cercanos al eje del dipolo (ver video explicativo). 
(b) Distribution de la potencia radiada por un dipolo electrico. Se observa que 
en la direction paralela al dipolo no se emite energia. 



Figura 4.9: Dependencia del estado de polarizacion de la luz esparcida segun la direccion 
de observation. Si el haz incidente esta polarizado de forma lineal, entonces el 
campo esparcido mantiene la polarizacion. Como hemos visto, la amplitud del 
campo depende de la direccion. 
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Figura 4.10: (a) Campo electrico producido por un oscilador amortiguado en el modelo de 
atomo de Lorentz. Normalmente el numero de oscilaciones es muy grande an¬ 
tes de que la onda desaparezca. (b) Curva lorentziana para la densidad de 
energia espectral. A mayor amortiguamiento del campo la curva lorentziana 
tiene una anchura mayor debido a que es la transformada de Fourier de este 
(cualitativamente la transformada de Fourier de una funcion estrecha da una 
funcion ancha y viceversa). 


solucion de un dipolo oscilante que sufre perdidas de energia. El modelo utilizado 
es la solucion inhomogenea (4.16) 

r (t) = r 0 e~ 7 t/ 2 e~ ia?ot . (441) 

El momento dipolar viene dado por p (t) = qr (f), que introducido en las ecuacio- 
nes de campo para la zona de ondas y asumiendo, sin perdida de generalidad, que 
r oscila en la direccion del eje x y observamos en la direccion z nos proporciona el 
campo electrico. 


E(z,f) ~ (V °^ r ° e (t/ 2 +^o)^u z = E 0 e 7t/2 e lcVot u z , (442) 

c z z 

cuya oscilacion amortiguada queda reflejada en 7. Puesto que nuestra onda no es 
monocromatica debido a la amortiguacion, estudiemos su distribucion en frecuen- 
cias 5 . Mediante la transformada de Fourier obtenemos el espectro de frecuencias, 
que resulta 

Ew = 7 /2-/(o;-a; 0 )- (443) 

Entonces, la densidad de energia espectral, esto es, la cantidad de energia electro- 
magnetica por unidad espectral que llega por unidad de superficie 

J(cv) = £o c\E w \ 2 = /K) 7 2 /4 (444) 

que si la dibujamos tiene la forma que aparece en la Figura 4.10. En ella apreciamos 
que hay un maximo de emision para la frecuencia de resonancia y que para valores 
ligeramente distintos a esta su valor cae muy rapidamente (curva estrecha). La 
medida a la mitad de altura del pico de resonancia se denomina anchura espectral 
7 y su inversa coincide con la vida media del oscilador, es decir, el tiempo para el 
cual el oscilador deja de emitir radiacion de manera notable y su amplitud se hace 
muy pequena. 


5 esto se vera con mas detalle en el Cap. 10 
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Figura 4.11: Section eficaz de extraction. La frecuencia de resonancia es ccq = 10 15 Hz y 
7 = 10 8 Hz. 


Potencia reemitida 


De la potencia extraida, una parte sera absorbida por el atomo y la otra sera 
re-emitida. Esta ultima la llamamos potencia esparcida y se puede calcular como 
la potencia emitida dentro de un angulo solido dd 

dP = S • ds = - I I 2 sin 2 Odd, (4.43) 

16 zr 2 c 1 dt 2 1 

donde ds es un diferencial de superficie y p (t) = q-r(t) es el momento dipolar. Si 
el desplazamiento viene dado por el modelo de carga ligada y recordando (4.28) 
se obtiene que la section eficaz 


' (|S|) 67ira 2 c 4 £ 2 (a; 2 — <u 2 ) 2 + <u 2 7 2 ’ 


Por su parte, si la carga es una carga libre. 


(4.46) 


dj 


6 nm 2 c A e 2 


6,7 • 10 “ 29 m 2 , 


( 447 ) 


Esto significa que tiene un "radio eficaz" rj = 4,610 15 m que no depende apenas 
de la frecuencia de la onda incidente y nos permite escribir, Figura 4.11, 


a s {cv) = a T 


co" 


(co 2 — co 2 ) 2 + co 2 7 2 


(4.48) 


Cuando la frecuencia de resonancia coq es mucho mayor que la frecuencia de la 
luz incidente, esta section eficaz de scattering se puede aproximar como 


o-s(co) = a T 



(449) 
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Figura 4.12: (izquierda) Imagen mostrando el cielo, el mar y la tierra cuando el sol esta al 
mediodia. Todo tiene un color bastante azulado debido a la dispersion mayor de 
las frecuencias altas. (derecha) Imagen en el ocaso. Las altas frecuencias (azules) 
se han ido y solo queda las rojizas que son menos dispersadas. (abajo) Esquema 
explicativo. Fotos de Alfredo Luis 


que permite explicar, en primera aproximacion, el color azul del cielo Figura 4.12 6 . 
Las frecuencias mayores (azules) son mas esparcidas que las bajas frecuencias (ro- 
jos). Entonces, cuando hay muchos elementos dispersores, que se situan en el ul- 
travioleta, como al atardecer cuando los rayos directos del sol atraviesan una capa 
mayor de atmosfera, las frecuencias que sobreviven en la direccion del haz inciden- 
te son las rojas. 7 

Esto nos lleva a indicar que para observar un rayo de luz, que no incida direc- 
tamente en nuestro ojo, es necesario la presencia de elementos dispersores, Figura 
4.13. En el vacio, una onda plana (o cosas parecidas) se propagan en una direccion 
predeterminada y solo en esa. Para poder visualizar el haz, es necesario la presen¬ 
cia de elementos dispersores. Claro esta que cuanto mayor sea su presencia, menor 
cantidad de energia se propaga en la direccion inicial. 

Muchos elementos dispersores 

En este tema hemos considerado que solamente tenemos un atomo aislado o, 
muchos atomos suficientemente alejados como para que no haya interaccion entre 
ellos, Aunque los procesos son mas complicados, el efecto de la dispersion puede 
hacer incluso que el haz incidente desaparezca, como en el caso de una niebla 
densa, Figura 4.i4izquierda. Los objetos lejanos no se observan, porque su luz es 
dispersada totalmente. En este esparcimiento multiple, que tambien puede ocurrir 
en un medio muy desordenado, como las gotas de agua en el cielo que forman 

6 http://en.wikipedia.org/wiki/Rayleigh_scattering 

7 http://pendientedemigracion.ucm.es/info/gioq/fenopt/imagenes/planetaazul/index.htm 
http: / / pendientedemigracion.ucm.es / info / gioq/fenopt / imagenes / planetarojo/index.htm 


[ 7 de febrero de 2018 at 17:16 - classicthesis version 2017-2018.1 ] 














4-3 GENERACION DE LUZ POR LA MATERIA 63 



Figura 4.13: (izquierda) Imagen mostrando el cielo, el mar y la tierra cuando el sol esta al 
mediodia. Todo tiene un color bastante azulado debido a la dispersion mayor de 
las frecuencias altas. (derecha) Imagen en el ocaso. Las altas frecuencias (azules) 
se han ido y solo queda las rojizas que son menos dispersadas. (abajo) Esquema 
explicativo. Fotos de Alfredo Luis 


las nubes, gotas de agua en el agua que forma la espuma (como la cascada en 
la imagen), la sal, azucar, talco, etc. , la luz cambia muchas veces de direccion y 
entonces se pierde la direccionalidad de los haces esparcidos con la frecuencia de 
la onda incidente. Entonces todo nos parece bianco (Figura 4.14-derecha). 

Finalmente, tambien puede ocurrir que haya tanta dispersion que parezca que 
la luz rodee los objetos opacos, como en el caso de la Figura 4.14-abajo. Parece que 
en la mano no hay huesos 8 . Simplemente los haces son tan dispersados que lo han 
rodeado. El color rojizo es debido a la hemoglobina, el azul es absorbido por la 
carne. 

CONCLUSIONES 

■ Las ondas electromagneticas interactuan con la materia a traves de la fuerza 
de Lorentz, pues esta se puede suponer como una serie de atomos forma- 
dos por electrones y nucleos. Ademas hay otras fuerzas que actuan sobre el 
electron que la ligan al nucleo, como la fuerza elastica que une el electron al 
nucleo y la fuerza de rozamiento que da cuenta de las fuerzas con el medio 
ambiente. 

■ Hemos sido capaces de desarrollar una ecuacion de la trayectoria del elec¬ 
tron en funcion de la luz incidente y la hemos resuelto utilizando una serie 
de aproximaciones. El conocimiento de la trayectoria del electron nos ha per- 
mitido calcular la energia de la onda incidente absorbida por este. 


8 doy fe, hay huesos. 
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Figura 4.14: (arriba izq) Dia de niebla. Los objetos lejanos no se ven puesto que todo el 
haz incidente ha sido dispersado. (arriba der) Agua blanca. La luz se dispersa 
muchas veces y se pierde la direccionalidad del haz inicial. (abajo) Cuando hay 
dispersion multiple puede parecer que la luz rodea los objetos opacos y que no 
existen, como aqui que se no se observan los huesos. 


■ Cuando una onda electromagnetica llega a un atomo, este absorbe parte de 
la radiacion y se acelera re-emitiendo energia en forma de radiacion electro¬ 
magnetica. 

■ Una carga en movimiento acelerado genera radiacion electromagnetica, que 
presenta un cierto grado de polarizacion dependiendo de la direccion. 

■ La cantidad de energia extraida del haz incidente y esparcida depende fuer- 
temente de la frecuencia de resonancia de la interaccion electron-nucleo. 
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Parte II 

LUZ EN MEDIOS MATERIALES 
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ONDAS ELECTROMAGNETICAS EN MEDIOS MATERIALES 



La materia esta formada por una multiplicidad de atomos. Se aborda el proble- 
ma de la propagacion de la luz a traves de medios materiales. Se estudiara como 
la luz interacciona con la materia desde un punto de vista estadistico - macrosco- 
pico. En primer lugar, se analizara como la materia, descrita en forma de cargas y 
corrientes, modifica el campo local. El campo externo y el interno inducido por la 
oscilacion de las cargas se confunden y no se pueden separar. Es por ello que se 
realiza una re-definicion del campo electrico y magnetico dentro de la materia. El 
propio planteamiento de la propagacion en medios opticamente densos (un nume- 
ro muy elevado de particulas en dimensiones del orden de la longitud de onda) 
sugiere plantear una estrategia distinta: mediante promedios espaciales de la ma¬ 
teria y el campo que eliminan irregularidades y fluctuaciones a escala atomica que 
no tienen consecuencias macroscopicas. Con esto, desembocamos en las ecuaciones 
de Maxwell macroscopicas. Las relaciones de constitucion o ecuaciones materiales 
permiten resumir la presencia de la materia mediante una serie de parametros que 
permiten clasificar los medios materiales: los valores de estos parametros determi- 
nan sus propiedades opticas. Como caso mas sencillo, aunque de gran importancia 


consideraremos las relaciones de constitucion lineales. 
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Figura 5.1: Interaction radiacion-materia: los campos de las cargas excitadas (libres y liga- 
das) se superponen al campo incidente. Todos interactuan con todos. 


INTRODUCCl ON 

En el Capitulo 4 hemos visto como las ondas electromagneticas interactuan con 
un atomo formado por un nucleo y un electron. Sin embargo, la materia es mucho 
mas compleja; esta constituida por una inmensa cantidad de atomos (~ 10 28 ato- 
mos por metro cubico para el caso de solidos). El problema de la interaction luz 
- materia, tratado con rigor mecanico, es inabordable. Seria necesario resolver las 
ecuaciones de Maxwell acopladas a la materia y describir el estado de movimiento 
de cada uno de los atomos. Un conocimiento tan explicito, ademas de imposible, 
seria inutil. Asumiendo que existe una gran cantidad de atomos por cada "unidad 
optica elemental", que en nuestro caso es la longitud de onda, la luz ve la ma¬ 
teria como un continuo. Se realiza, pues, un analisis estadistico para caracterizar 
la materia a partir de unos pocos parametros. Estos se incluyen en las ecuaciones 
de Maxwell y nos indicaran como se comportan las ondas electromagneticas en el 
seno de la materia, supuesta uniforme. 


MEDIOS OPTICAMENTE DENSOS! EL CONTINUO OPTICO 

Un medio opticamente denso es aquel en el cual la distancia media entre partl- 
culas es mucho menor a la longitud de onda de la luz incidente. Entonces, existe 
acoplamiento entre los campos de los atomos y, en consecuencia, el campo local 
que observa un atomo individual no es unicamente el campo externo aplicado, 
Figura 5 . 1 . Para el rango optico, practicamente todos los medios con los que tra- 
tamos, tanto solidos, liquidos y gases a presion normal, son opticamente densos. 
No obstante, la consideracion de medio diluido o denso depende fuertemente de 
la longitud de onda con la que se trabaje. Por ejemplo, para rayos x (A ~ 0,1 nm) 
un solido puede considerarse un medio diluido, mientras que el aire es un medio 
opticamente denso para las longitudes de onda opticas (A ~ ljon). 

A partir de ahora trabajaremos exclusivamente en el caso de medio opticamen¬ 
te denso, pues es el de mayor aplicabilidad. Veremos que en este caso podemos 
caracterizar un material a partir de unicamente un parametro, llamado indice de 
refraction. En la materia ordinaria puede haber del orden de 10 28 atomos por metro 
cubico. Considerando el volumen de un cubo cuyas aristas sean longitudes de on- 
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Figura 5.2: Sistema de coordenadas. De esta forma se integra en un volumen AV, en la 
coordenada r' para realizar el promedio y se mantiene la coordenada r como 
dependencia espacial. 


da A en el visible, encontramos que en la atmosfera tenemos 10 7 atomos, mientras 
que en un solido tipico podemos encontrar del orden de 10 10 atomos. Esto indica 
que no podemos hacer la aproximacion de particulas independientes. Sin embargo 
debido a la gran cantidad de atomo podemos realizar las siguientes aproximacio- 
nes. 

1. En todo elemento de volumen infinitesimal A V el campo sera constante, pues- 
to que las variaciones espaciales de este se producen en el orden de la longi- 
tud de onda, que es mucho mayor que AV 1 / 3 . 

2. Se prescindira del caracter discreto de la materia. Para ello se introduction 
promedios espaciales de las magnitudes implicadas: E, B, p y j. Esto simplifi- 
cara la descripcion, aunque tiene el inconveniente de que no vamos a poder 
separar campo incidente de campo re-emitido (debido a la proximidad de las 
cargas). El campo electromagnetico tendra dos componentes indistinguibles, 
una debida a campo externo y otra debida a la reaccion de la materia a este 
campo. 

Vamos a utilizar un pequeno volumen esferico AV, parametrizado de modo que 
r sea la coordenada del centro de la esfera y r + r' E AV, Figura 5.2. Sobre este 
volumen los promedios se escriben 


I,t) = A- f E mic (r + r', t) d 3 r', 
AE J AV 


(5-1) 


donde los submdices distinguen campo microscopico de campo macroscopico, que 
por ser un promedio no hace caso de las variaciones a escala atomica. La longitud 
de onda de la radiacion es tan grande que esta no percibe el caracter discreto de 
la materia. Esta ecuacion significa que el campo electrico estadistico en la materia 
(campo macroscopico) es el promedio temporal del campo microscopico 


(E mic ) — Eft 


( 5 - 2 ) 


De la misma forma se pueden promediar espacialmente el resto de magnitudes 
propias del electromagnetismo, como B, p y j. 
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Figura 5.3: En AV C A 3 encontraremos muchisimas particulas, cargas libres y ligadas. La 
dinamica en su interior es muy complicada. Pero por su tamano frente a A, en el 
interior el campo se puede considerar homogeneo. 


PROMEDIO ESPACIAL DE LAS ECUACIONES DE MAXWELL 


El problema de las ecuaciones de Maxwell macroscopicas sobre un continuo 
es significativamente mas sencillo que el problema de las ecuaciones de Maxwell 
sobre cargas discretas. Como las derivadas d/dx de las ecuaciones de Maxwell son 
respecto a r y la integral es respecto a r' se puede extraer la derivada del promedio 
de forma que resulta 


/-E • 

\dx mic 

(l E . 

\ 3 1 mic 


d 

(E mic) 

d^mac 

( 5 - 3 ) 

dx 

dx 

d 

(E mic) = 

dEmac 

( 54 ) 

dt 

dt ‘ 


Si tomamos promedios a ambos lados de las ecuaciones de Maxwell 


(e 0 V • E m ic) = (p) r ( 5 - 5 ) 

(V • B mic ) = (0), (5.6) 

(vAE mic + ^ = (0), (5.7) 

(ivAB mle - £ „ 3 -fp)=(j>, M) 

y se utilizan las anteriores definiciones obtenemos 

e 0 V • E mac = (p), (5.9) 

V • B mac — 0, (5.10) 

v-7 . r , dB mac . . 

V A E m ac J \ -= 0 , (5.11) 

-VAB MC -e 0 —= (]). (5.12) 

JIq Ot 


Polarization y magnetization 


La segunda y tercera ecuaciones estan ya en el formato que buscamos, mientras 
que las otras necesitan de algunos arreglos, para los que, valiendonos de resultados 
del electromagnetismo, hemos dividido las contribuciones de las cargas y corrien- 
tes en las producidas por cargas y corrientes libres, como los electrones de Valencia 
en los metales, y de cargas y corrientes ligadas a la materia. Para el caso de cargas 
resulta 

(1 9) = (pm) + (1png ), ( 5 - 13 ) 
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5.4 VECTORES D Y H 


donde \PugJ = —V • P. El vector 

P = TV E m (5M) 

* v jeAV 

recibe el nombre de polarization y corresponde al momento dipolar por unidad de 
volumen. 

Para el caso de corrientes, la division de cargas libres y ligadas es 

(j) = ()lig) + ()lib)r ( 5 - 15 ) 

donde (]iig^ = 9 P /dt + V A M. El vector 

M= ^E Wi Ar i' (5-i6) 

^ v jeAV z 

se llama magnetization, y corresponde a la magnetizacion por unidad de volumen. 
Asi, las dos ecuaciones de Maxwell que dependen de la materia quedan 

£oV • E mac = {plib) ~ V • P, (5.17) 

A V A B mac - £0^^ = (hib) + ^+VAM. (5.18) 

Po ot ot 

VECTORES D Y H 

A partir de ahora, por simplificar la notacion, prescindiremos en lo que sigue 
de los submdices mac ; denominando E = E mac y B = B mac . El campo electrico 
dentro de la materia, como vemos esta formado por dos contribuciones: el campo 
externo y la reaccion de la materia a este campo externo. Definiendo unos nuevos 
vectores llamados, respectivamente, desplazamiento electrico y campo magnetico 


D — £q E + P, 


H = —B - M, 

Po 

se re-escriben las dos ecuaciones en cuestion 

V • D = {plib) / 
VAH~=(j, ft ). 


( 5 - 19 ) 


(5.20) 


(5-2i) 

(5.22) 


Las ecuaciones de Maxwell macroscopicas son ecuaciones en las que aparecen cua- 
tro campos. Y eso es porque dos de ellos tienen en cuenta la materia P y M y las 
otras dos no. Estas son las ecuaciones de Maxwell macroscopicas 


v • D = {pub), 

(5-23) 

V • B = 0 , 

(5-24) 

dB 

VAE=--, 

(5-25) 

an 

V A H - () Ub ) + 

(5.26) 
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Hasta este momento, la unica aproximacion considerada es que el medio es optica- 
mente denso y que se pueden aplicar elementos estadisticos para el campo dentro 
de la materia. 


RELACIONES DE CONSTITUCION LINEALES 


Existen multiples modos en los que la materia se puede polarizar electrica y mag- 
neticamente. Aqui estamos interesados unicamente en las causadas por las ondas 
electromagneticos que se propagan en el medio. De modo que los ry de la defi¬ 
nition de P son las separaciones entre carga positiva y negativa inducidas por los 
campos incidentes. Esto significa que la unica dependencia que vamos a considerar 
como mecanismo de polarizacion y magnetizacion son los electromagneticos 

P = P(E, H), (5.27) 

M = M(E,H). (5.28) 

La relacion entre la polarizacion y magnetizacion con los campos puede llegar 
a ser una dependencia considerablemente complicada. Normalmente los campos 
electricos afectan de una manera mas importante que los magneticos, aunque hay 
situaciones en las cuales el efecto del campo magnetico no se puede despreciar. 
Por simplificar, consideraremos que no hay dependencias cruzadas, es decir el 
campo magnetico no afecta a la polarizacion y el campo electrico no afecta a la 
magnetizacion. Estos efectos se denominan electrooptico y magnetooptico. En el 
caso general esta relacion no es lineal, que se puede describir mediante 

P (r, f) = a 0 + «iE (r, t ) + i« 2 E 2 (r, t) 4 -, (5.29) 

M (r, t)=fo + frH (r, t) + ^ 2 H 2 (r, t) + • • • (5.30) 

Si el medio es anisotropo, los parametros ocj y j6y pueden ser distintos para cada 
direccion, por lo que tendran un caracter tensorial. Los terminos cuadraticos dan 
lugar a lo que se denomina Optica no lineal, que esta fuera de este cur so. Expe- 
rimentalmente se observa que cuando los campos electricos y magneticos no son 
extraordinariamente intensos, la relacion entre la polarizacion y magnetizacion con 
los campos es muchas veces lineal 


P(r ,t) 2i^ e (r / a;)£oE(r / t), 


(5-3i) 


relaciones de 
constitution 


M(r ,t) ^ Xm(r,cv)H(r r t), 


( 5 - 32 ) 


donde Xe, Xm son, respectivamente la susceptibilidad electrica y la susceptibilidad mag- 
netica del material. 


Como la definicion de corriente electrica es j = qv, tambien podemos plantear 
una relacion similar para la densidad de corriente. 


{Uib) = 


1 

av 


E 

jeAV 


(3-33) 


donde tambien se asume que la velocidad para una onda armonica es proporcional 
a E, con lo que 


(j lib) = cr(i,cv)E(i,t) 


(3-34) 
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5-6 ECUACIONES DE MAXWELL MACROSCOPIC AS PARA ONDAS ARMONICAS 


siendo cr el parametro que relaciona la corriente como el campo, que se denomina 
conductividad electrica . Utilizando estas relaciones lineales entre las polarizaciones 
y el campo finalmente se pueden obtener el desplazamiento electrico D y el campo 
magnetico B, proporcionales a H 


D = £o(l+*e)E, (5.35) 

B = p 0 (l+*m)H. (5.36) 

La relacion de proporcionalidad entre los campos en la materia y los campos exter- 
nos aplicados se denominan constante dielectrica del material, e, y permeabilidad 
magnetica, ]i, de modo que 1 


D = eE, (5.37) 

B = }in, (5.38) 

donde, por definicion, e = £o(l + Xe) es la constante dielectrica y ]i = ^o(l + Xm) 
es la es la . En general, ocurrira que Xer Xm> £ y ]i seran funciones con valores 
complejos dependientes de la posicion r y tambien de la frecuencia a Con las 
definiciones dadas, podemos expresar las ecuaciones de Maxwell en la materia a 
partir de los campos Ey H 


eV • E =< p m >, 

(5-39) 

<1 

as 

11 

0 

(540) 

9H 


VAE = - F -, 

(54i) 

9E 

V A H = uE + e —. 

at 

(542) 


donde hemos considerado que la constante dielectrica e, y permeabilidad magne¬ 
tica ]i, no dependen ni del tiempo ni del espacio, de forma que salen fuera de las 
derivadas. 


ECUACIONES DE MAXWELL MACROSCOPIC AS PARA ONDAS ARMONICAS 

Supongamos que el campo en la materia tiene forma de onda armonica 


E(r,0 = Eo(r)<r^ f , (5.43) 

B (r ,t) = B 0 (r) e~ iwt . 


Seguimos teniendo la densidad de carga libre < pm, >, que podemos relacionar 
con el campo electrico a partir de la ecuacion de continuidad que relaciona las 
densidades de carga y las corrientes libres 


V • j m+ 


dp lib 
dt 


= 0 . 


(544) 


Tomando promedios y considerando una relacion lineal entre el campo y las co¬ 
rrientes, ley de Ohm, 

j lib = (3.43) 


1 En principio podrlamos pensar que se tendrla que escribir H en funcion del campo externo que lo 
genera B, pero por razones historicas se suele utilizar el campo H. 
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obtenemos 


d < Pm > 

dt 


= -V- 


(jEq (r) e 


—icot 


(546) 


Debido a que las ondas son armonicas, podemos realizar la integracion de una 
forma sencilla 

< pm >= -V • • ( 547 ) 

Asimismo, las derivadas temporales tambien se pueden resolver de forma sencilla 


dE 

dt 

dH 

dt 


= —icoE, 
= —icoH, 


(548) 

(549) 


de forma que las ecuaciones de Maxwell en la materia quedan 


eV • E 0 = — — trV • E 0 , 

CO 

(5-50) 

V • H 0 = 0, 

(5-51) 

V A Eg = icojiHo, 

(5-52) 

V A Hq = ctEq — icot Eq. 

(5-53) 


Finalmente, definiendo un nuevo parametro, la constante dielectrica generalizada, t gen , 
que contiene el efecto de las cargas ligadas y tambien el de las cargas libres. 


£gen 


l 

= e H- a, 

CO 


( 5 - 54 ) 


obtenemos las siguientes que las ecuaciones de Maxwell son 


• Eo (r) 

= 0, 

( 5 - 55 ) 

FV • Ho (r) 

= 0, 

( 3 - 36 ) 

V A Eo (r) — fa>//Ho (r) 

= 0, 

( 5 - 57 ) 

V A H 0 (r) + iws gen E 0 (r) 

= 0. 

( 5 - 58 ) 


donde hemos considerado que no existe dependencia espacial en los parametros. 
Veamos algunas consideraciones importantes de este conjunto de ecuaciones. 

■ Hemos reducido el problema de describir la materia al de especificar dos pa¬ 
rametros: £ gen y }i. Nuestro trabajo es ahora el de, conocidos estos parametros, 
resolver las ecuaciones para diversos medios, pues sus soluciones caracteri- 
zan completamente la propagacion de la radiacion en los medios opticamente 
densos. 

■ Estas ecuaciones son formalmente iguales a las ecuaciones de Maxwell en el 
vacio para ondas armonicas, donde se sustituye e 0 por e gen , ]i 0 por ]i, y Bq 
por H 0 . 


CLASIFICACION DE LOS MEDIOS 

Los parametros £ gen y }i describen, desde el punto de vista macroscopico, la ma¬ 
teria bajo la aproximacion de linealidad. Consideraremos que los medios son no 
magneticos por lo que la permeabilidad magnetica resulta }i « jiq. En funcion de 
lo que valgan la conductividad y la constante dielectrica generalizada tendremos 
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diversos tipos de materiales, que etiquetamos con los siguientes nombres conven- 
cionales : 

■ conductores a ^ 0, dielectricos a = 0 (no tienen cargas libres). 

■ isotropo £g en escalar, anisotropo £g en es un tensor. 

■ inhomogeneo £g en es funcion de la posicion £g en (r). Si no, el medio es homo- 
geneo. 

■ dispersivo £ gen es funcion de la frecuencia £ gen ( co ). Si no es asl, el medio es 

no dispersivo. 


■ Transparente £g en G K. Absorbente si £ gen G C. 

Por medio homogeneo se dicef que las propiedades del material son iguales en 
cualquier punto r del espacio, mientras que isotropo significa que las propiedades 
de la materia son independientes de la direccion en la que miramos. 

RELACIONES ENERGETICAS 

De igual forma como hicimos para el caso del vacio, ahora derivaremos las rela- 
ciones energeticas que suceden en el caso de la propagacion de las ondas electro- 
magneticas para el caso en que estas sucedan en medios materiales. Segun la teoria 
electromagnetica, la energia transportada por un campo electrico, E, al propagarse 
por un medio caracterizado por su constante dielectrica e y en un instante dado 
que se localiza en un elemento de volumen dV es 

dW E = ^E-DdV. (5.59) 

De igual forma, en este mismo volumen, caracterizado magneticamente por su per- 
meabilidad magnetica ]i, la induccion magnetica B tambien transporta una energia 
que resulta ser 

dW B = ^H-BdV. (5.60) 

Como consecuencia, la energia total dW , localizada en dicho elemento de volumen 
resulta 

dW = i (eE 2 + dV, (5.61) 

siendo la energia total en un volumen finito V , cerrado por una superficie S 

w = ^j (sE 2 + F h2 ) dv - (5-62) 

Para ver como varia la energia dentro del volumen 1 / con el tiempo, bastara estu- 
diar la derivada temporal. 

^- = \j^~ t ( eE2+ ^ h2 ) dv = / ^ eEE+ dv = / ^ EE)+HE ) dv 

V V V 

(5-63) 


[ 7 de febrero de 2018 at 17:16 - classicthesis version 2017-2018.1 ] 



ONDAS ELECTROMAGNETICAS EN MEDIOS MATERIALES 


donde el punto sobre los vectores indica su derivada respecto al tiempo. Estas 
derivadas temporales se pueden eliminar mediante las ecuaciones de Maxwell, 
resultando entonces 


E • D = E- (V A H — (jub)), (5.64) 

HB = —H • (V A E). (5.65) 

Sustituyendo en dW/dt y teniendo en cuenta que E (V A H) —H (V A E) = —V (E A H) 
se obtiene 

l = ~J hib Edv - I V (E A H) dV, (5.66) 

y aplicando el teorema de la divergencia de Gauss al segundo sumando obtenemos 
^ = - j hib E dV — (j) (E AH) dS. (5.67) 

donde dS es un vector normal al elemento de superficie dS y dirigido hacia el 
exterior. Esta ecuacion es la generalizacion del denomina teorema de Poynting para 
medios materiales. Como en el caso del vacio, el primer termino es la cantidad de 
energia almacenada en el volumen 1 /. El segundo termino indica que parte de esta 
energia se transforma en calor debido al efecto Joule. El ultimo termino indica que 
parte de la energia electromagnetica almacenada se escapa a traves de las paredes 
que rodean volumen. Esto nos da idea que una onda transporta energia en su 
propagacion. Es necesario cuantificar la energia que una onda transporta. Para ello 
se define el vector de Poynting para medios materiales como 


S = E A H, 


( 5 - 68 ) 


donde [S] = W/m 2 . El vector de Poynting describe un flujo de energia (energia 
por unidad de tiempo y superficie), y coincide con la magnitud irradiancia de la 
optica geometrica. 

Para el caso del promedio temporal para ondas armonicas resulta que el vector 
de Poynting es 

(S) (r, t) = ^ 3 ? {E (r, t) A H* (r,f)}. ( 5 . 69 ) 

Recordamos que para ondas no armonicas, no es posible obtener una expresion 
explicita. Al particularizar la expresion hallada para la onda armonica plana 


(S) = ^{E 0 e ! ’ (k - r - a ' f) AH^- ,(k - r - a ' f) } 


(5-70) 


se obtiene la siguiente expresion 



(5-71) 


Obviamente toda la formulacion para medios materiales coincide para el vacio 
simplemente considerando e = p = po y H = B/p. 

CONCLUSIONES 

■ Cuando la luz atraviesa un medio material, muchas veces se puede conside- 
rar que ve un continuo de materia y no una distribucion discreta de atomos. 
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■ La materia interactua con la luz, modificando el campo electromagnetico. Si 
esta interaccion es lineal (la mayoria de los casos) las ecuaciones se simplifi- 
can. 

■ Para el casos de ondas armonicas, las ecuaciones de Maxwell se simplifican 
si consideramos un nuevo parametro, la constante dielectrica generalizada. 
Los medios materiales se pueden clasificar segun este parametro. 

■ Se puede obtener de forma sencilla la energia en el medio material mediante 
una nueva definicion del vector de Poynting. 
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PROPAGACION EN MEDIOS HOMOGENEOS E ISOTROPOS 



Del tratamiento macroscopico-estadistico realizado en el Capitulo 5 se deriva 
que las propiedades opticas de los medios materiales densos se pueden sintetizar 
en un unico parametro, la constante dielectrica generalizada, £g en . Asi, las ecuacio- 
nes de Maxwell para medios materiales homogeneos e isotropos son formalmente 
equivalentes a las utilizadas para el vacio. En este tema se analizara como deben 
ser la ondas electromagneticas que se propagan en medios homogeneos e isotro¬ 
pos en funcion de las propiedades de los materiales. Veremos que, a partir de la la 
constante dielectrica generalizada, podemos definir un parametro optico, el indice de 
refraccion que compendia el comportamiento de la luz en la materia. 


Indice 

6.1 fndice de refraccion y vector de ondas complejos. 80 

6.2 Medios transparentes. 82 

6.3 Medios absorbentes. 83 

6.3.1 Vectores ky a paralelos. 84 

6.3.2 Vectores k y a no paralelos. 85 


OBJETIVOS 

■ Describir la propagacion de ondas armonicas planas en medios materiales. 

■ Saber que el indice de refraccion es un parametro optico que condensa de 
forma sencilla la informacion del comportamiento de la luz en la materia. 

■ Conocer el comportamiento de la luz en medios dielectricos y conductores. 
Referencias generates: 

■ M. Cabrera, F. J. Lopez y F. Agullo. Optica Electromagnetica (vol 1. Funda- 
mentos) Addison-Wesley Iberoamericana, 2a ed. (1998) - capitulos 6 y 7 
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PROPAGACION EN MEDIOS HOMOGENEOS E ISOTROPOS 


INDICE DE REFRACCION Y VECTOR DE ONDAS COMPLEJOS 


Segun el modelo macroscopico anteriormente definido, para las ondas armoni- 
cas, las ecuaciones de Maxwell que rigen el comportamiento de la luz en dicho 
medio son (5.55-5.58) 


• Eo (r) 

= 0, 

(6.1) 

FV • H 0 (r) 

= 0, 

(6.2) 

V A Eo (r) — iwjiHo (r) 

= 0, 

( 6 - 3 ) 

V A H 0 (r) + ia>Eg e tiEo (r) 

= 0, 

(6.4) 


donde £ gen = £ + id/co es la constante dielectrica generalizada que, para el caso 
particular de homogeneidad e isotropia, no depende de la posicion y es un escalar. 
Esta ecuacion es formalmente muy similar a las ecuaciones de Maxwell para el va- 
cio, excepto que £0 e gen y ^g No obstante, existe una diferencia importante 
puesto que dichos parametros pueden ser numeros complejos y tener una cierta 
dependencia con la frecuencia. 

Consideremos ahora una onda armonica de frecuencia co que se propaga por di¬ 
cho homogeneo e isotropo. Como consecuencia de la similitud formal existente en 
las ecuaciones se propone como solucion a las ecuaciones las siguientes funciones 
de prueba 


E (r, t) = E 0 e i( *c- t - wt \ H (r, t) = H 0 e i ( kc ' r_a;f ), 


( 6 - 5 ) 


donde E 0 , Hg, k c y co son constantes. Debemos ahora determinar que relation hay 
entre los parametros materiales, £g en y ]i, con los parametros de la onda. Eg, Hg 
y k c para que dicha solucion propuesta cumpla las ecuaciones de Maxwell en la 
materia. 

Introduciendo la propuesta de solucion para los campos electrico y magnetico 
se obtiene que las ecuaciones de Maxwell se convierten en 


k c • Eg = 0, 
kc • Hg = 0, 


( 6 . 6 ) 

(6.7) 


Ho = —k c A Eo, 

jiCO 

Eg =- k c A Hg. 


( 6 . 8 ) 

( 6 . 9 ) 


Para interpretar estas ecuaciones, vamos a relacionar el vector k c con los parame¬ 
tros ]i, £ gen y co. Combinando las dos ultimas ecuaciones, resulta 


1 ( 1 

k c A — k c A Eg 

jiCO 


Zgentd 


]i£gen^ 

1 

jl£gen,(jj2 


(k c A k c A Eg) 

[k c (k c Eg) — Eg (k c • k c )] 


(6.10) 


]l£g en W‘ 


k?E 0/ 


.2 c 
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donde hemos utilizado la relacion a A b A c = a (b • c) — c (a • b) y k c • E 0 = 0 . 
Comparando ambos lados de la ecuacion se obtiene 

k 2 = Up-jlZgen- (6.1l) 


Por similitud con el caso del vacio (140), donde |k| 2 = to 2 / c 2 = fcg, vamos a definir 
el indice de refraction como la relacion entre los vectores de onda en el medio y en 
el vacio 

k ? = k o n l- ( 6 - 12 ) 

De esta forma, el indice de refraccion se define como 


indice de refraccion 


n 2 = c 2 }ieg en 


]d£gen 

mo ’ 


(6.13) 


Utilizando la definicion (5.54), Sg en = £ + iff / 00, se obtiene la relacion de dispersion, 
k = k (a;), 


k 2 = co 2 jie + icojiff. 


(6.14) 


Hay que considerar tambien que los parametros ]i, e y ff pueden tener tambien una 
dependencia con la frecuencia angular to. 


relacion de dispersion 


La constante dielectrica generalizada, y por ello k c , pueden ser numeros com- 
plejos cuando el medio es conductor. Entonces, el indice de refraccion sera com- 
plejo. Debido a la definicion del campo electrico dentro del medio material (6.5), 
E (r, f) = E 0 e^ kc ' r cot), como tanto el vector de ondas como el indice de refraccion 
son (pueden ser) complejos, podemos describirlo de la siguiente forma 


k c = k + za, (6.15) 

n c = n + in, (6.16) 


donde k, a, n y k son numeros reales, que reciben los nombres respectivos de 
vector de ondas , vector de atenuacion , indice de refraction e indice de absorcion. Entonces 
la expresion de la onda armonica "plana" (6.5) resulta 


E(r,f) = E 0 e" a- V (k - r " wf) . 


(6.17) 


La amplitud EoC _a r es una funcion exponencial negativa, por lo que disminuye 
con la propagacion, tanto mas cuanto mayor es el vector de atenuacion a. De la 
relacion dada en (6.12), introduciendo las definiciones 


(k + i a) 2 


to , . ,2 

— 5 - ( n + iK ) , 
c 1 


(6.18) 


y separando las partes reales e imaginarias se pasa facilmente a 

,2 


k 2 — a 2 = -f (m 2 — , 


1 W 

k a = —= -nn . 


(6.19) 

(6.20) 


que forman las condiciones que buscabamos para conocer los modulos de k y a en 
funcion de los parametros del indice de refraccion n y k. 


DOS COMENTARIOS 
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■ No deberiamos llamar ondas planas a 


E(r,f) = E 0 e , '( ke - r - ft,f )' (6.21) 

H (r, f) = H 0 e' (kc ' r_a;t) ' (6.22) 

porque no lo son. En general k y a no son paralelos y por lo tanto, E 7^ 
E (k • r ,t). Deberiamos llamarlas ondas planas inhomogeneas : los pianos de am- 
plitud constante no coinciden con los pianos de fase constante. Por lo tanto, 
cuando las llamemos onda armonica plana, estamos abusando del lenguaje 
(aunque lo haremos). 

■ A partir de las estructura de la onda que hemos encontrado al principio del 
capitulo, es tentador pensar que (Eg, Hq, k c ) forman un triedro ortogonal. No 
es asi, ya que intervienen vectores complejos. 


MEDIOS TRANSPARENTES 


Los medios transparentes son aquellos que no presentan absorcion, por lo que 


tgen 


es real. Entonces sucede k = 0 , y se verifican las relaciones 


k 2 — a 2 

k a 


co 2 2 

—2“" • 

c z 

0 . 


(6.23) 

(6.24) 


Como k no es nunca nulo surgen dos casos para que se cumpla la segunda igual- 
dad: o bien a = 0 , o bien a _L k. 

■ a = 0 . La onda es plana y los vectores k, E y H son perpendiculares entre si, 
como en el vacio, por lo que en esta ocasion si forman un triedro ortogonal. 
Pero hay diferencias importantes respecto al vacio, Figura 6.1. La longitud de 
onda cambia 

|k| = n = - -= -- n = |k 0 | n, (6.25) 

C ^medio ^vacio 

con lo que A me dio = A vacio / n - Tambien cambia la velocidad de fase 

|k| z — cot = cte, (6.26) 

’/ = jkf = n' <627) 

de forma que, bajo la presencia de materia la onda se ralentiza. Esto es debido 
a que en el proceso de emision - esparcimiento la luz se entretiene, como 
hemos visto en el Capitulo 4. En este caso, la onda se escribe como 

E (r, t) = E 0 e !(nkor “ a ’ f) , B (r, t) = B 0 e !(n k ° r “ a ’ f) . (6.28) 


■ Esta ultima relacion es utilizada en algunos libros de optica geometrica para 
definir el indice de refraccion. Es de notar que en el indice de refraccion 
normalmente dependeran de la frecuencia, es decir, en general los medios 
son dispersivos, n = n(co). 

■ a A k. Se analizara con mas detalle en el Capitulo 8. Sin perdida de generali- 
dad, escribamos k = ku x y a = au z , Figura 6.2. Entonces k c = ku x + i au z y 
la onda resulta 

E = Eoe~ az e^ kx ~ wt \ (6.29) 
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vacio n=1 



vacio n=1 materia n=1,5 



Figura 6.1: Comparacion de una onda que se transmite en el vacio y en un medio transpa- 
rente. (a) Propagacion en el vacio (b) Propagacion en un medio transparente. y 
en un medio transparente. En el medio, la fase se comp rime y la amplitud se 
mantiene. Se produce una variation en la fase entre ambas ondas despues de 
pasar por el medio 


Frente de ondas x 

.r. 


k 


-► V 

grupo 


a 

Pianos de amp 

Z 

litud constante 


Figura 6.2: Pianos de misma amplitud y de misma fase, y velocidad de propagacion. 


La onda es armonica pero no plana. Los puntos con igual amplitud se situan 
sobre pianos perpendiculares al eje z. Los frentes de onda (superficies de 
igual fase) son pianos perpendiculares al eje x. 

De los resultados obtenidos no podemos precisar mas. No podemos decir que 
angulo forma E con k o a. Solo podemos decir que k c • Eg = 0 . La importancia de 
esta solution se debe a que la veremos en el marco de reflexion-refraction como 
onda reflejada. 

MEDIOS ABSORBENTES 

En los medios absorbentes ocurre que k 7^ 0 , por lo la atenuacion a no sera nula. 
Entonces, segun (6.19) 


k 2 


— a 


k a = 
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Figura 6.3: . Comportamiento de la onda al pasar por un medio absorbente. 


no se puede eliminar el termino k. Por consiguiente, el vector de atenuacion a no 
puede desaparecer y el vector de ondas es complejo, 

E = E 0 e _a 'V (k ' r_a,f) . (6.30) 

Los parametros n y k tienen siempre el mismo signo y, por consiguiente, 

cv 2 

k a = —fix > 0. (6.31) 

c z 

Esto significa que la onda se atenua, pierde energia segun se propaga. Un ejemplo 
de medio absorbente es el de los metales. Con los valores de k en metales comunes 
(k ~ 3 ) la onda se extingue al cabo de pocas longitudes de onda. 


Vectores k y a paralelos 

Supongamos que k||a y que, sin perdida de generalidad, se propagan paralelos 
a z. Entonces podemos resolver las ecuaciones anteriores resultando 


K 

II 

fil 

J 1 + (— ) 2 +i 

V 1 

V \coeJ 

, , fue 

a = co \ V 

t/i+ (— ) 2 -i 

11 V 2 

V \coeJ 


1/2 


1/2 


(6.32) 


A partir de este resultado podemos obtener dos conclusiones interesantes. El cam- 
po electrico se puede escribir como 

E = E 0 e _ l a l z e'(l k l z_a ’ f ) (6.33) 


y la velocidad de fase resulta 


co 

Vf = W\ = 



(6.34) 


La velocidad de fase de la onda disminuye en un medio conductor respecto de 
uno con igual constante dielectrica. La longitud de onda se puede calcular a partir 
de A = 271 / |k| = 2rcVf/co 
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85 


Debido a la exponencial compleja podemos ver que la onda electromagnetica 
disminuye su potencia al propagarse (transfiriendo esta energia por efecto Joule). 
Un parametro de interes es la profundidad de penetracion, que es la distancia en 
la que la amplitud disminuye un factor 1 /e ^ 0 , 3678 . Esta distancia de penetracion 
es igual a 

5 = 1 / | a | A vacio / (2tck). (6.35) 

Para conductores con una conductancia muy grande <j/ toe 1 se tiene que e gen ~ 

id/ co y, por consiguiente, 

n 2 — k 2 ~ 0, (6.36) 

„ d 

2 nn ~ , 

co 


y se obtiene que 


Ademas, vemos que |k| ~ |a 



( 6 . 37 ) 


yjpcod/ 2 . A su vez, para este caso particular 


5 

n c 


1 

a 


Ap 

TC 



n + in 



(6.38) 


Vectores k y a no paralelos 

En el caso general el vector de ondas k y el vector de atenuacion a no tienen que 
ser paralelos, k a. Como se sigue en consideracion la ecuacion 

co 2 

k a = —=-nn > 0, (6.39) 

c L . 

por lo que tanto n como n tienen el mismo signo. En este caso general, las superfi¬ 
cies de amplitud constante son perpendiculares al vector a y las de fase constante, 
al vector k. El vector a siempre tiene cierta componente en la direccion del vector k, 
lo que se traduce en que la onda se atenua conforme se propaga por el medio mate¬ 
rial debido a una cierta atenuacion de la amplitud en la direccion de propagacion 
de dicha onda. 

CONCLUSIONES 

■ El parametro fundamental para caracterizar la materia es el indice de refrac- 
cion. 

■ En los medios transparentes tenemos dos situaciones. La primer a es similar 
a la propagacion en el vacio, pero la materia modifica el modulo del vector 
de ondas. En la segunda la amplitud y la fase se propagan en direcciones 
normales. 

■ En los medios conductores el indice de refraccion es complejo. Esto hace que 
la amplitud del campo disminuye exponencialmente al propagarse, lo que 
significa que tenemos absorcion. 

■ En la materia, la longitud de onda de la luz es menor que en el vacio. 


profundidad de 
penetracion 


n > 0 , k > 0 
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Figura 6.4: Medidas experimentales del indice de refraction de varios metales, segun http: 
//www.filmetrics.com/refractive-index-database . 
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MODELO MICROSCOPICO DEL INDICE DE REFRACCION 



Se combinan los conocimientos microscopicos de la interaccion radiacion-materia 
con el modelo macroscopico de las ecuaciones de Maxwell. De esta forma se rela- 
cionan los parametros macroscopicos que definen la materia, como el indice de 
refraccion, la susceptibilidad electrica y la conductividad electrica, con los para¬ 
metros microscopicos, tales como la densidad de electrones y las frecuencias de 
resonancias. Se veran expresiones aproximadas sencillas para la caracterizacion 
del indice de refraccion. En medios conductores introduciremos el efecto de las 
cargas libres desde el punto de vista microscopico, considerando que el electron 
oscila libremente como si estuviera en un fluido viscoso. Esto nos permitira obte- 
ner la contribucion de las cargas libres al indice de refraccion complejo. Finalmente, 
estudiaremos el concepto de frecuencia de plasma. 


Indice 

7.1 Constante dielectrica microscopica. 88 

7.1.1 Contribucion de las cargas ligadas. 88 

7.1.2 Contribucion de las cargas libres. 90 

7.2 Indice de refraccion. 91 

7.2.1 Indice de refraccion de medios dielectricos. 92 

7.2.2 Ecuaciones de Sellmeier y Cauchy. 95 

7.3 Indice de refraccion de medios conductores. 98 


OBJETIVOS 

■ Saber relacionar los parametros macroscopicos con el comportamiento mi¬ 
croscopico de la materia. 

■ Determinar las caracteristicas del indice de refraccion en funcion de los para¬ 
metros microscopicos del material. 

■ Conocer las expresiones simplificadas mas habituales para la caracterizacion 
del indice de refraccion de un medio. 

REFERENCIAS GENERALES! 

■ J.M. Cabrera, F.J. Lopez, F. Agullo "Optica electromagnetica, vol. 1: Funda- 
mentos" Addison-Wesley 1998, cap: 8 


87 


[ 7 de febrero de 2018 at 17:16 - classicthesis version 2017-2018.1 ] 












MODELO MICROSCOPICO DEL INDICE DE REFRACCION 


CONSTANTE DIELECTRICA MICROSCOPICA 


Desde el punto de vista macroscopico hemos definido el indice de refraccion 
complejo de un medio material, n c , como (6.13) 

n 2 = W = + iK) 2 = f n 2_ K 2\ + 2i ( } 

eoFo V ) 

donde n es el indice de refraccion y k es el indice de absorcion. Estudiaremos 
ahora la relacion existente entre indice de refraccion y las propiedades microsco- 
picas del material. El indice de refraccion es una funcion observable y dependera 
de parametros que nos informan sobre la naturaleza microscopica del material 
n c (co, too, densidad, 7,...). Vamos a abordar una situacion bastante simple, como 
son los medios isotropos, no magneticos (}i ~ po) y no polares (no consideraremos 
momentos dipolares permanentes). Por tanto, el indice de refraccion es simplemen- 
te la relacion entre la constante dielectrica generalizada y la del vacio 


n c = 



(7-2) 


Para obtener el indice de refraccion en funcion de los parametros microscopicos 
tengamos en cuenta (7.2), generada para el modelo macroscopico 


Hen =£+^CT. (7.3) 

Por consiguiente, el calculo del indice de refraccion se reduce al calculo de £g en con 
e = £o(l +Xe)- Para ello analizaremos por separado la contribucion de las cargas 
ligadas y las cargas libres. 


Contribution de las cargas ligadas 


El vector de polarizacion, proporcional al campo electrico macroscopico, resulta 
ser 

P = £oX e E 

mac/ (74) 

donde hemos recuperado el submdice mac . Por definicion, el momento dipolar por 
unidad de volumen resulta 

P = AyE m- (7-5) 

^ v je av 

Vamos a calcular la constante de proporcionalidad £oXe a partir de las relaciones 
microscopicas. Para un unico atomo, la ecuacion de la trayectoria de la carga ligada 
excitada por una onda armonica plana es (4.20) 


r = 


q/m t 

9 9 . E'mic- 

cOq — co z — iyco 


(7-6) 


Asumimos que la polarizacion es lineal con el campo electrico, P = ocE, donde 
donde oc se denomina polarizabilidad. Comparando la polarizacion producida por 
un atomo P = qr con P = ocE se obtiene 


r = 


-olE ■ 


(7-7) 
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y, por consiguiente, la polarizabilidad resulta 

q 2 /m 


oc = 


cOq—co 2 — ijco 


(7-8) 


La polarizacion total se puede calcular como la suma sobre todos los atomos 


l 

P = TV7 YY ^j^rnic,]’ (7-9) 

jeAV 

De momento, vamos a suponer que todos los atomos son iguales, lo que implica 
que tienen la misma polarizabilidad 

\ 

?! = ^Tt/ YY (7- 10 ) 

A K je AV 

Para calcular E mi - C/ y introducimos N, el numero de atomos, en Ay, 


P = 


N 1 


N 


«^,§ E 


mic,j ■ 


(7-ii) 


Definimos Ny = N/AV al numero de atomos por unidad de volumen. La canti- 
dad senalada con una Have se parece mucho al campo macroscopico E mac , pero en 
general no coincide con el. Esto es debido a que el campo macroscopico lo definia- 
mos como integral a un volumen, y el promedio que hacemos aqui es solo sobre los 
atomos contenidos en el volumen. El campo macroscopico se calcula tambien sobre 
los espacios entre atomos. Una aproximacion mas rigurosa, valida para densidades 
mayores de atomos, es la ecuacion de Clasius-Mossoti 


P — OcNy(E mac 



(7.12) 


deriva en la relacion 
de Clasius-Mossoti 


donde se considera que un atomo polarizado genera un campo electrico que, a 
su vez, produce una polarizacion en sentido contrario en el entorno, que para los 
calculos se considera isotropo. 

A partir de la expresion ^ E/eav ~ (E) + 3 ^ (P) se demuestra la relacion 

de Clausius-Mossotti para dielectricos no magneticos (p = p Q ) 

Partimos de la ecuacion que relaciona polarizacion con promedio del campo 


(p) 


Noe 1 
AVd)N 


E Eo ,je- iwt 

je&v 


Nk 

AVTo 



(7-13) 


Despejando la polarizacion se obtiene 

( p ) = 0 (E), (7-14) 

donde, para abreviar, t] = Nya/( 3£q). Ya podemos obtener Xe, que resulta 


Ye = 


3 V 

1 ~v' 


(7-i5) 


Finalmente como £ = £o(l + Xe), entonces obtenemos 

£_ _ 1 3 1] _ 1 +2?/ 

£ 0 1 -t] 1-t] ‘ 


(7.16) 
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De aqui se obtiene directamente se comprueba directamente que 1 


5 - 1 - 

^ + 2 3 e 0 


( 7 - 17 ) 


No obstante, se suele simplificar la relacion de Clausius-Mossotti, cuando la densi- 
dad de atomos es pequena, Nyoc/ £q 1 , lo que ocurre en los gases a baja presion, 
se puede aproximar mediante un desarrollo en series, resultando 

— = \ + 2tJ ~ (1 + 2rj) (1 + rj) « 1 + 3t] = 1 + N v —. ( 7 . 18 ) 

£0 1 — rj £0 

Esta expresion se obtiene cuando en (7.12) despreciamos la interaccion entre ato¬ 
mos, de forma que se puede identificar E mzc y E mac 

P = otN v E mac . ( 7 . 19 ) 

Para este caso, relacionando (7.4) y (7.19) junto con e = £q (1 + Xe)/ se puede escribir, 
al ser eoXe = 


e/£ 0 — 1 + Ny — 
£0 


1 + Ny 


q 2 /(me 0 ) 
cOq — co 2 — iyco 


(7.20) 


Esta expresion relaciona la constante dielectrica con los parametros microscopicos 
del medio, y admite una generalizacion si consideramos que los atomos son de 
diferente tipo (coy, 7y varian de atomo a atomo). Volviendo al sumatorio (7.11), 
que es la definicion de P, y reconstruyendo para diferentes atomos con densidades 
N V// j, se obtiene 


£ = £0 




me 0 


E Nvy 


CO, 


0 j 




( 7 - 21 ) 


las cargas ligadas 
tambien contribuyen 
a la parte compleja 
del mdice de 
refraccion (cerca de 
las resonancias) 


Considerando la proporcion de atomos respecto del total, fj = Ny^/Ny la expre¬ 
sion final resulta 


£ 


£0 



Ny ? 2 _ fj 

me 0 y — co 2 



(7.22) 


donde q y m son comunes a todos los atomos y Y^fj = 1- 


Contribution de las cargas libres 

Para obtener el termino de contribucion de las cargas libres a la constante dielec¬ 
trica generalizada necesitamos calcular la conductividad. Partiremos de la relacion 
macroscopica para la conductividad 


(Uib) = ^ macr ( 7-2 3 ) 

siendo nuestro objetivo escribir la conductividad en funcion de la dinamica mi- 
croscopica de las cargas. Promediamos a un volumen pequeno frente a la longitud 


1 


Normalmente se obtiene a partir de los Indices de refraccion: 


n^—l Nya. 

ric+2 3 £ 0 
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de onda pero lo suficientemente grande como para contener un alto numero de 
cargas. Entonces resulta la expresion, por la definicion de corriente de cargas libres 


(j//;>) = 


l 

~AV 


v- dr i 
jeAV UT 


(7-2 4) 


Derivando la posicion ry (7.6), pues este estudio es para ondas armonicas, y consi- 
derando coq = 0, pues son cargas libres, resulta 

(] m ) = aE mac = — (7.25) 

donde q aparece sin indice alguno porque se trata siempre de electrones, todos 
identicos. A 1 igual que para las cargas ligadas, introducimos un numero de cargas 
libres por unidad de volumen, Ny, 


(jzi'b) = 


q 2 i N' 1 

mcv + ij AV N' ^ mc ’ ] 


(7.26) 


La cantidad senalada, por razones ya discutidas, no es el campo macroscopico 
estrictamente, pero constituye una aproximacion razonable cuando las cargas li¬ 
bres estan tan dispersas que el sumatorio es buena aproximacion numerica de la 
integral que se deberia hacer en su lugar. Por ello 

q 2 i 

<i lib) - m^+h N v Emac ' (7 ‘ 27) 

con lo que la conductividad queda entonces 


a = 


iK q 


m co + ij 


(7.28) 


INDICE DE REFRACCION 

Con los resultados anteriores podemos escribir el comportamiento del indice de 
refraccion n 2 = {n + ix ) 2 = £g en /z 0 utilizando parametros microscopicos. Introdu- 
ciendo (7.22) y (7.28) en (7.3), £g en = £ + ic/cv, obtenemos 2 



IJjCO 


-K 


me 0 co (co + ry) ’ 


(7-29) 


Para obtener los valores de ny k hay que separar la parte real de la imaginaria. La 
ecuacion (7.29) permite obtener varias conclusiones respecto al indice de refraccion: 

■ El indice de refraccion depende de la frecuencia. Por ello, tanto los medios 
dielectricos como conductores van a ser dispersivos. 

■ Existe una parte compleja del indice de refraccion tanto para el caso de cargas 
ligadas como de cargas libres. Esto significa que los medios materiales, al 
menos en alguna parte del espectro, son siempre absorbentes. 

2 la contribucion de las cargas libres tiene un signo negativo debido a la multiplicacion de 2 exponenciales 
complejas. 
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■ Esta formula tambien contempla la posibilidad de medios inhomogeneos, 
a traves de una dependencia espacial de las densidades de cargas libres y 
ligadas, Ny y Ny —>Ny( r) y Ny{ r). 

Indice de refraccion de medios dielectricos 

Para un medio dielectrico solo tenemos la primera contribucion, ya que no hay 
cargas libres. 



fj 


(7-3o) 


cuC — co 2 — ijjcv 


Como hemos visto, expresion proviene de aproximar el campo electrico macrosco- 
pico por un sumatorio, por lo que Nyoc/e 0 1 (normalmente gases diluidos). El 


calculo del indice de refraccion n c simplemente se obtiene haciendo la raiz cuadra- 


da 



Debido a que el segundo termino es pequeno, se puede utilizar la aproximacion 
lineal de la raiz cuadrada y/l + x « 1 + x/2, de forma que 



n + ix « 1 + Ny 


(7-32) 


De esta ecuacion se puede extraer la parte real y la imaginaria multiplicando arriba 
y abajo por el complejo conjugado del denominador. De esta forma resulta 



(7-33) 



(7-34) 


A 1 aumentar la densidad del medio los indices de refraccion y de absorcion au- 
mentan de forma lineal. La parte imaginaria k es practicamente nula a no ser que 
estemos en las proximidades de las frecuencias resonantes, zonas denominadas 
bandas de absorcion , Figura 7.1. 

Veamos que le ocurre al indice de refraccion complejo cerca de la zona de re- 
sonancia. En la Figura 7.1 se muestra n y k para uno de los picos, en funcion de 
la frecuencia de la luz incidente. La anchura del pico de k es proporcional a 7. 
Una primera conclusion importante es que no existen medios transparentes o ab- 
sorbentes en todo el espectro electromagnetico. Siempre que haya una frecuencia 
de resonancia, el indice de absorcion se hace significativamente alto. Los vidrios 
de ventana por ejemplo son muy opacos al ultravioleta. 

En la zona de transparency, donde k es practicamente nulo, el indice de refrac¬ 
cion es creciente con la frecuencia de la luz incidente (decreciente con la longitud 
de onda). A este comportamiento se le denomina dispersion normal. Por otro la- 
do, en la zona de resonancia, el indice de refraccion decrece de forma abrupta. A 
este comportamiento se denomina dispersion anomala, y es mas complicado de 
observarla pues el medio es absorbente para estas frecuencias. 
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£ 



£ 



Figura 7 . 1 : fndice de refraction n (a;) (arriba) y coeficiente de absorcion k (co) (abajo) para 
el caso de N v = 10 18 e~/m 3 , coq = 10 13 Hz, y 7 = 10 8 Hz . Se observa la zona de 
absorcion como un pico estrecho y la zona de absorcion anomala justo en dicha 
zona de absorcion. 


Como se muestra en la Figura 7.1, para frecuencias mayores que la de resonancia 
(co > coq) el fndice de refraction es menor que 1, n < 1 lo que clasicamente se 
interpreta como que la velocidad de fase es mayor que c. 

Para atomos aislados (sin interacciones con el entorno) los picos son muy estre- 
chos. Si empezamos a considerar medios mas densos (gases a presion creciente) 
la anchura de las bandas crece. Las bandas pueden estar proximas, y si es asf, se 
superponen muchos picos para dar lugar a una verdadera banda ancha que puede 
cubrir todo el visible. En general, las bandas de absorcion de una mezcla de gases 
son la superposition de las bandas de absorcion individuales (Figura 7.3). 

En un medio denso donde no se puede hacer la aproximacion de que no hay 
interaction dipolar, el dipolo sufre una gran interaction con el medio ambiente 
dando como resultado la absorcion en muchas mas frecuencias; ensanchamiento 
de la zona de absorcion. 

Como vemos, se puede obtener information sobre la materia estudiando como 
se propaga la luz en ella. El analisis espectral de una substancia nos indica sus fre¬ 
cuencias de resonancia, y la anchura de las lfneas de absorcion nos da information 
sobre los parametros 7. Las zonas donde k vale cero son de transmision perfecta, 
sin absorcion. 

Como se muestre en la Figura 7.3 para un medio material, que normalmente 
tiene varias frecuencias de resonancia, el fndice de refraction es mayor a bajas 
frecuencias. En el lfmite de frecuencias muy altas, rayos x, el fndice de refraction 
es el del vacfo. A frecuencias mayores que la mayor de resonancia, el medio se 
vuelve transparente y la onda no interactua con el. 
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Figura 7 . 2 : fndice de refraction n (a;) (arriba) y coeficiente de absorcion k (co) (abajo) para el 
caso de N v = 10 18 , coq = 10 13 Hz, y 7 = 10 8 Hz . Se observa la zona de absorcion 
y la zona de absorcion anomala justo en dicha zona de absorcion 



Figura 7 . 3 : Indice de refraction n (co) (arriba) y coeficiente de absorcion k (co) (abajo) para 
el caso de muchas resonancias. Se observa que para bajas frecuencias el indice 
de refraction (indice de refraction estatico) es mayor que 1 , mientras que para 
altas frecuencias tiende a la unidad. Es decir, para frecuencias mayores a las de 
resonancia, la luz no observa la materia. 
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Ecuaciones de Sellmeier y Cauchy 


La mayoria de las veces en optica, nos interesan las zonas de transparencia. He- 
mos visto que aqui el indice de refraccion no es constante, sino existe siempre una 
cierta dependencia con la frecuencia. Veamos ahora como se comporta el indice 
de refraccion en las zonas alejadas a las de resonancia, es decir, en estas zonas de 
transparencia. En Optica, la dispersion cromatica se suele analizar en funcion de 
la longitud de onda A en lugar de la frecuencia a ;, ya que es un parametro mas 
utilizado. Como hemos visto anteriormente, el indice de refraccion para un medio 
dielectrico resulta 



Para la zona de transparencia, lejos de la zona de resonancia, se puede despreciar el 
termino complejo yco. Esto hace que todos los terminos sean reales. Introduciendo 
la relacion to = kc = 2 nc/X, el indice de refraccion resulta 


n 2 c — 1 


Nv^E- 


fi 


me ° j Vo,j 


co 


= Nv 


a 2 a 2 

Efr 


me o (Inc ) 2 ^ 1 A 2 — • 


(7-36) 


La dispersion de la zona de transparencia suele estar afectada unicamente por 
la frecuencia de resonancia mas cercana. En este caso, se obtiene la denominada 
expresion de Sellmeier 


n 2 ( A) — 1 


^—1 Uj A 

“ A 2 — A? 


aiA 2 a2^ 2 

A 2 — A 2 A 2 — A^ 


(7-37) 


En la Figura 7.4 se muestran los parametros de Sellmeier para algunos materiales 
tipicos y en la Figura 7.5 se muestra la variacion del indice de refraccion segun esta 
aproximacion para silice y BK7. 

Podemos llegar a obtener otra relacion de interes practico, denominada ecuacion 
de Cauchy. Ahora partimos de (7.33), volviendo a realizar las aproximaciones de 
la zona de transparencia y una unica frecuencia resonante en co <C coq, 


n(co) — 1 = Ny 
« Ny 
« Ny 


K 2 -^ 2 ) 


2 me 0 (a , 2 - cv 2 ) 2 + y 2 u > 2 
<? 2 


2meo co 2 


CO A 


= Ny 


2m€oco% 1 — (co / coqY 


(1 + M + ^0 

Imeocol A 2 A 4 


+ •••)• 


La expresion de Cauchy se suele expresar de la siguiente forma 


n(A) - A + y + ^4+ ••• 


(7-38) 


En la Figura 7.7 se muestran algunos ejemplos de parametros de Cauchy. 

Como hemos visto, la zona de transparencia suele estar entre dos resonancias, 
Figura 7.6. Entonces, podemos considerar ademas relaciones mas complejas que 
incluyan los efectos de ambas. 


ecuacion de Sellmeier 


1 ^ 

1 —X ~ 

1 + x + x 2 + • • • 


ecuacion de 
Cauchy 
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silice fundido: 

Uj = (6,9616630010" 1 , 4,0794260010" 1 , 8,97479400 10" 1 ), 

A,- = (0,0684043,0,1162414,9,896161) 

BK7: 

«,■ = (1,03961212,2,317923441c" 1 , 1,01046945), 

A; = (0,07746418, 0,141484681,0,17647547) 

BK7: 

0{ = (1,03961212,2,317923441c" 1 , 1,01046945), 

A i = (0,07746418, 0,141484681, 0,17647547) 

Zafiro: 

a,- = (1,50397590, 5,5069141010" 1 , 6,59273790), 

A i = (0,0740298, 0,12165292, 0,07224801) 

Figura 74 : Algunos parametros de Sellmeier, donde A; esta en micras . 


Sellmeier: Fused Silica Sellmeier: BK7 



A (nm) A (/im) 

Figura 7 . 5 : Indice de refraccion para silice fundido y BK 7 segun la aproximacion de Sell¬ 
meier. 
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Refractive index 



Figura 7 . 6 : Esquema del indice de refraccion respecto a la frecuencia angular. El indice de 
refraccion en la zona de transparencias esta dominado por resonancias que ocu- 
rren en el infrarrojo y en el ultravioleta. 


Fused_silica=(i.458o, 0.00354 }im 2 ) 
Borosilicate_BK7=(i.5046, 0.00420 }im 2 ) 
Hard_crown_K5=(i.5220, 0.00459 
Barium_crown_BaK4 =(1.5690, 0.00531 fim 2 ) 
Barium_BaFio=(i.6700, 0.00743 
Dense_flint_SFio=( 1.7280, 0.01342 fim 2 ) 

Figura 7 . 7 : Algunos parametros de Cauchy. 
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frecuencia de 
plasma 


INDICE DE REFRACCION DE MEDIOS CONDUCTORES 


En los medios conductores tenemos cargas ligadas (electrones internos) y cargas 
libres. Sin embargo, estos ultimos son los que mas afectan al indice de refraccion. 
Por ello, suponemos que solo hay cargas libres. Entonces ( 7 . 29 ) se simplifica a 


n c — 1 — Ny 


1 


me 0 co [co - 


n)' 


(7-39) 


Como ejemplo, los valores microscopicos para el cobre resultan Ny = 8 x 10 28 e“ / m 3 
y 7 — 4 x 10 13 s _1 . Aunque 7 es mayor que antes, todavia se cumple que 7 <C co, 
con lo que es razonable realizar la siguiente aproximacion 


n 2 c (cv) 


1 — Ny 


me 0 co 2 


que se puede simplificar a 



/ Cv’n 

n c (cv) » 

T-rf- 


donde co p es la frecuencia de plasma 


co 


V - 



(740) 


(741) 


(742) 


Para el cobre, por ejemplo, la frecuencia de plasma es co p = 1,6 x 10 16 rad/s y 
corresponde al ultravioleta. El comportamiento optico de la luz ante la presencia 
de conductores depende fuertemente de la relacion entre la frecuencia de la luz 
incidente y la frecuencia del plasma. 

■ Cuando la frecuencia de la luz incidente es menor que la frecuencia de plas¬ 
ma, co < co v , entonces n 2 < 0 , por lo que el indice de refraccion es puramente 
complejo, n c = nc. En realidad, hay una parte real, pero ha desaparecido en 
las aproximaciones que hemos hecho anteriormente 


k = 



(743) 


En el visible w «3x 10 15 rad/s, de modo que k ~ 5 para el caso de cobre. 
El valor de k es bastante grande, en consonancia con el hecho de que los 
metales son opacos a la radiacion visible. Para este caso se obtiene un indice 
de refraccion complejo n c ~ 5i. 


1 . Cuando la frecuencia de la luz incidente es mayor que la frecuencia de plas¬ 
ma, co > co p/ el medio es transparente, pues el indice de refraccion es real, 
excepto una pequena componente imaginaria que hemos eliminado con las 
aproximaciones realizadas. Es por ello que para esta frecuencia, la luz no es 
absorbida por el plasma 


n c (cv) ss 



( 744 ) 
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4 

u> (Hz) 



Figura 7 . 9 : fndice de refraccion para el plasma para los parametros Nv = 10 25 y 7 = 10 12 Hz. 
La linea discontinua representa la frecuencia de resonancia. 



4 

w (Hz) 


Figura 7 . 10 : fndice de refraccion para el plasma para los parametros N v = 10 25 y 7 = 
10 14 Hz. La linea discontinua representa la frecuencia de resonancia. 
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REFRACCION Y REFLEXION EN MEDIOS HOMOGENEOS E 
ISOTROPOS 



Hasta ahora se ha estudiado la propagacion de la luz en el vacio y en el seno 
de la materia. Falta analizar que ocurre cuando la luz cambia de medio, que se 
produce cuando existe una discontinuidad en el indice de refraccion. Este proble- 
ma se estudia para el caso mas sencillo de una onda armonica plana que llega 
a una superficie de separacion infinita y plana entre dos medios homogeneos e 
isotropos. Para el calculo, se utilizaran las ecuaciones de Maxwell macroscopicas 
y las condiciones de contorno para los campos. Su resolucion explicita se hace en 
primer lugar para medios transparentes. Aparecen explicados, en el contexto de la 
Optica Electromagnetica, los conocidos fenomenos de la refraccion y la reflexion, 
asi como la ley de Snell. Ademas, se obtienen relaciones explicitas para la polariza- 
cion y la energia (leyes de Fresnel). Tras discutir que la solucion encontrada no es 
valida en condiciones de reflexion total se vuelve a las condiciones de contorno y 
se adopta la forma de onda plana inhomogenea para la luz en el segundo medio. 
Analizaremos asimismo que ocurre a la luz cuando llega a superficies metalicas. 


Indice 

8.1 Introduction. 102 

8.2 Direccion y frecuencia de las ondas. 103 

8.2.1 Condiciones de frontera. 103 

8.2.2 Ondas incidente, transmitida y reflejada. 105 

8.2.3 Aplicacion de las condiciones de frontera. 106 

8.2.4 Ley de Snell . 107 

8.3 Amplitudes de las ondas. 109 

8.3.1 Formulas de Fresnel . 111 

8.3.2 Incidencia normal . 112 

8.3.3 Segundo medio mas denso: n' > n . 112 

8.4 Incidencia oblicua para n' < n. Reflexion total. 114 

8.4.1 Reflexion total interna frustrada. 117 

8.4.2 Desfases entre las ondas. 117 

8.5 Relaciones energeticas. 118 

8.6 Medios absorbentes. 123 


OBJETIVOS 

■ Conocer el comportamiento de la luz ante superficies donde cambian las 
propiedades opticas. 

■ Obtener la direccion de propagacion, la energia y la polarization de las ondas 
reflejada y transmitida. 

■ Estudiar los diferentes casos de indices de refraccion entre los medios. 

■ Conocer la naturaleza de la luz en los medios dielectricos y metalicos. 


101 
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REF RAC Cl ON Y REFLEXION EN MEDIOS HOMOGENEOS E ISOTROPOS 


Rayo reflejad 0 



Figura 8.1: Ley de Snell desde un punto de vista geometrico. 


REFERENCIAS GENERALES: 

■ M. Cabrera, F. J. Lopez y F. Agullo. Optica Electromagnetica (vol 1. Funda- 
mentos) Addison-Wesley Iberoamericana, 2a ed. (1998) - capitulos 9 y 10. 


INTRODUCCION 

Los fenomenos de reflexion y refraccion son de sobra conocidos. Por ejemplo, 
en el vidrio de una ventana vemos lo que hay al otro lado, pero tambien apare- 
cen reflejos. Segun la Optica Geometrica, se consider a la existencia de los rayos 
reflejados y refractados que se generan en la interfaz entre dos medios. La ley de 
Snell caracteriza la direccion de propagacion de estos rayos, Figura 8.1. No obstan¬ 
te, el modelo geometrico no da cuenta de otras propiedades, como es la relacion 
energetica entre ambos rayos ni los efectos de la polarizacion. 

Considerando la Optica Electromagnetica, es posible abordar el problema a par- 
tir de las ecuaciones de Maxwell. Una onda armonica plana incide con un cier- 
to angulo sobre una intercara entre dos medios, caracterizados por su indice de 
refraccion. El objetivo es determinar las caracteristicas de las ondas reflejada y 
transmitid. Para ello impondremos la continuidad del campo electromagnetico en 
la intercara. Ademas de la direccion de ambas ondas (ecuaciones de Fresnel) de- 
terminaremos su amplitud y estado de polarizacion (ecuaciones de Fresnel) y el 
reparto energetico entre ambas ondas (vectores de Poynting). Trataremos tanto los 
medios dielectricos como absorbentes. 

Abordaremos el problema desde un punto de vista macroscopico, considerando 
las ecuaciones de Maxwell en los medios materiales. Asumiremos que una onda ar¬ 
monica plana con polarizacion lineal incide sobre la superficie de separacion entre 
los dos medios. Para poder resolver las ecuaciones, asumiremos que la superficie 
que separa ambos medios es un piano. Sin perdida de generalidad, elegiremos los 
ejes de coordenadas de modo que sea el piano de separacion el que este ubicado 
en z = 0 . 

■ Un cambio de medio significa un cambio de indice de refraccion. Si los indi¬ 
ces fueran iguales, la propagacion se produciria como si de un solo medio se 
tratase. No se consider an saltos en la permeabilidad magnetica. 
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Figura 8.2: a) Esquema de la direction de los haces incidente, reflejado y transmitido. b) 
Plano y angulo de incidencia de sendos medios. 


■ La discontinuidad de indice es una buena aproximacion porque la interfase 
es de un tamano del orden atomico, que es muy pequeno frente a la longitud 
de onda de la radiation que nos interesa. 


DIRECCION Y FRECUENCIA DE LAS ONDAS 

Vamos a resolver las ecuaciones de Maxwell para ambos medios, proponiendo 
unas soluciones que sean suficientemente generales pero que incorporen las con- 
diciones iniciales (una onda incide sobre una superficie de discontinuidad). Como 
ambas soluciones no pueden ser independientes, estableceremos unas condiciones 
de frontera para los campos en la discontinuidad. 

Supongamos dos medios materiales transparentes, con indices de refraction 
reales, n y n r , y no magneticos, y = y q. Sea una onda armonica plana de vec¬ 
tor de ondas k z y frecuencia 00 que incide desde el primer medio sobre la interfase 
z = 0, representada por el vector normal u n = (0,0,1), dirigido hacia el segundo 
medio. Los vectores k; y u n definen llamado piano de incidencia , excepto cuando 
son paralelos. En las graficas se identifica con el piano del papel. El angulo que 
forman k z y u n se denomina angulo de incidencia. 

Supongamos que el piano de incidencia es el xz, Figura 8.2. Sea 0 el angulo 
de incidencia. Entonces el vector de ondas k z se puede escribir por componentes 
segun los ejes x, y, z 


k { = (kf, 0 ,lcf) = n ^ (sin 0 , 0 , cos 0 ), (8.1) 

donde, la componente y de k z - es nula. 

Condiciones de frontera 

Las condiciones de frontera se derivan a partir de las ecuaciones de Maxwell en 
la materia, Capitulo 7, 


V • [£g e „E 0 (r)] = 0, (8.2) 

V • [fiH 0 (r)] = 0, (8.3) 

V A Eo (r) — icojiHo (r) = 0 , (8.4) 

V A H 0 (r) + iwEgenEo (r) = 0 . (8.5) 
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medio 



Figura 8.3: Condiciones de contorno de las Leyes de Maxwell. 


Las condiciones de frontera nos dicen que relaciones hay entre E y H a ambos 
lados de la discontinuidad, pues cumplen las ecuaciones de Maxwell. Supongamos 
un pequeno cilindro que rodea la superficie que tiene caras con area dS\, con 
dS2 = — dS\ y altura h 0 , Figura 8.3. Podemos reescribir las dos primeras 
ecuaciones de la siguiente forma 


V • [n 2 E 0 (r)] = 0 , 

FV-[H 0 (r)] = 0 , 


Estas condiciones en la frontera, z « 0 , resultan ser 1 


n 2 ErfSi +n' 2 E'dS 2 = 0, 

^HdSj+^H'dSi = 0. 


como dS2 = —dSi, entonces tenemos la siguiente relacion 


n 2 E n = n 2 E’ n , 

H „ = K 


De la misma forma, se pueden escribir la 3 ecuacion de Maxwell de forma integral 



La integral derecha es 0 cuando el elemento de volumen se hace infinitamente fino 
h —> 0, mientras que la integral izquierda se puede escribir en forma de integral de 
superficie, resultando 



( 8 . 6 ) 


1 los valores del segundo medio estan denotados con primas 
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Desarrollando esta integral en las dos superficies del elemento de frontera (el late¬ 
ral se hace nula) 


E A dSi + E' A dS2 = 0 , (8.7) 

E A n dS — E' A n dS = 0 , (8.8) 

puesto de |< 2 Si| = \dS2\ = dS. El termino E A n es la componente tangencial del 
campo electrico, por lo que resulta E tg = E tg- La ecuacion tiene el mismo tra- 
tamiento y, en resumen, las ecuaciones de Maxwell en la frontera se condensan 
en 


n 1 E n 

II 

hJ 

tfl 

(8.9) 

H„ 

= K, 

(8.10) 

Efg 

- 

(8.11) 

n tg 


(8.12) 


donde el submdice tg significa "la componente tangencial del vector sobre la in- 
terfase" y el submdice n significa "la componente normal del vector sobre la inter- 
fase". Entonces, el campo magnetico se mantiene inalterado bajo la presencia de 
la interfaz asi como la parte transversal del campo electrico, mientras que la parte 
normal (perpendicular a la superficie) cambia. 


Ondas incidente, transmitida y reflejada 


Denotaremos la onda incidente por E ? - = Ae^ k/ r cvt \ donde A es un vector 
complejo constante y k z = k (sin 0 , 0 , cos 6 ). Para las ondas transmitida y refleja¬ 
da lo mas general que sabemos escribir es una superposicion de ondas armonicas 
planas. En concreto, se supone que las ondas reflejada y transmitida son 2 E r = 

Re /(k r -r—a>"f) 

+ ..., y Ef = Te l ( kt ' r + ... El objetivo es conocer los campos elec- 
tromagneticos reflejado y transmitido. Para calcular el campo H en cada uno de 
los tres casos se utiliza 

H=— kAE. (8.13) 

yco 

Las ecuaciones de Maxwell imponen algunas condiciones sobre los parametros de 
las ondas. Aparte de las relaciones de ortogonalidad 

k z - • A = • T = k r • R = 0 , (8.14) 

tenemos 

|k z -1 = ncv/c, |kf | = n f co'/c, |k r | = nco"/c. (8-15) 


2 en adelante los puntos suspensivos representan los infinitos terminos que no hemos escrito de la super¬ 
posicion de ondas planas que identificamos con la onda transmitida y la reflejada. 
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Figura 8.4: Parametros involucrados. 


Aplicacion de las condiciones defrontera 

En z = 0 , el campo en la zona de entrada es el incidente mas el reflejado y el 
campo a la derecha es exclusivamente el transmitido: E z + E r = E*. Esto resulta, 
componente a componente 



(8.16) 


En la interfase r = (x,y, 0 ) tenemos pues 4 ecuaciones de la forma 


() + () e >'(krr-o/'f) + _ _ _ = () g i(k r r-a;'f) + _ _ (8.17) 


Las cuatro ecuaciones responden a este esquema de dependencia en el espacio y 
el tiempo con valores en los parentesis que son funcion de las amplitudes A, R, T 
y los vectores de onda k z/ k r ..., kf,_ 

Podemos extraer informacion acerca de la solucion analizando la forma de las 
ecuaciones. Observese que las exponenciales complejas son funciones linealmente 
independientes. Para que se cumpla la igualdad debe cumplirse que, por un lado 
los argumentos de las exponenciales deben ser todos identicos. Entonces, todas las 
frecuencias deben ser identicas 


co = a/ = ... = co" 


(8.18) 


Lo mismo debe poder decirse de la dependencia espacial. Como no hay dependen¬ 
cia en z y la funcion enxey debe ser la misma se puede escribir 


k'xX + k'yy = k r x x + k r y y = k t x x + k t y y. 


(8.19) 
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De igual forma, como tambien x ey son variables independientes podemos igualar 
la dependencia en x y la dependencia en y 


*** = *£ = k* x , 

^ ^ = 0. 


( 8 . 20 ) 


La componente y es nula, pues segun (8.1) el vector k; = k(cos 6 , 0 ,sin 6 ) esta en el 
piano de incidente. Segun (8.20) se obtiene que los haces reflejado y transmitido 
k r y k t tambien estan en el piano de incidencia (ley de coplanariedad en la Optica 
Geometrica). 

En z no podemos decir nada al no estar presente en las ecuaciones. Esto significa 
que la componente tangencial de k z (perpendicular a n) es la misma para la onda 
incidente, para la onda transmitida y para la reflejada. 


— \c r — 

K tg ~ K tg ~ K tg • 


(8.21) 


Para resumir, los vectores de ondas de las ondas incidente, reflejada y transmitida 
resultan 


k { = n— (sin0,0,cos 0), 

k r = n— (sin 6 , 0, — cos 6 ), (8.22) 

k t = n'— (sin 0 / ,O,cos 0 / ). 
c v ' 


Ley de Snell 


Como conocemos dos componentes del vector de ondas y tambien conocemos 
su modulo, el vector de ondas de las ondas reflejada y transmitida estan comple- 
tamente determinado. Tenemos, pues, resuelto el problema de la existencia de las 
ondas reflejadas y transmitidas y de su direccion. Supongamos que el angulo entre 
k r y u n es 0 r . Considerando (8.20) se tiene 


(8.23) 

(8.24) 

y entonces el angulo de reflexion es igual al de incidencia 


V — Y 


o) . „ a; 
n — sin 0 = n — sin i) r 
c c 


Para la onda transmitida 

e r = e . 

(8.23) 


e 

, * 

II 

- * 

(8.26) 

n 

se obtiene la ley de Snell 

— sin 0 = n — sin Of. (8.27) 

c c 

Algunos comentarios. 

n sin0 = n' sin0^. 

(8.28) 


■ Esta ley, calculada mediante un modelo electromagnetico, coincide con el 
modelo geometrico. 
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Figura 8.5: Parametros involucrados para la ley de Snell. 


■ Desde el punto de vista microscopico lo que acabamos de encontrar es algo 
sorprendente: la luz generada por los atomos del medio es tan especial que 
anula la onda armonica plana incidente y la sustituye por otra en distinta 
direccion. 


■ Los indices de refraccion en general dependen de la frecuencia. Tendremos 
tantas direcciones de propagacion como frecuencias contenga el haz inciden¬ 
te. 


■ Segun la ley de Snell, un haz que incida de forma normal a la superficie, 0 = 
0°, entonces se refleja y transmite en la misma direccion y distinto sentido, 

e r = e t = o°. 


incidencia rasante En incidencia rasante, 6 = 90 °, cuando el indice de re¬ 
fraccion del segundo medio es menor que el del primero, n' > n, resulta que el 
angulo maximo de desviacion resulta 


n sin 90 ° = n'sinfl^, (8.29) 

sin °max = n/n'. (8.30) 


angulo limite Asimismo, cuando n > n ', aparece el angulo limite que ocurre 
el haz transmitido sale con un angulo de 6 t = 90 °. Entonces, el angulo de incidencia 
resulta, segun la Ley de Snell, 


n ' n' 

sen{e Um ) = — sen( 90 °) = —. (8.31) 

n n 

A partir de este angulo, la luz no se puede transmitir, como veremos y toda la luz 
se refleja. Este fenomeno se conoce como reflexion total. 
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Figura 8.6: Cuando n' > n los rayos se acercan a la normal. El vector en rojo representa el 
haz que incide de forma rasante. 



AMPLITUDES DE LAS ONDAS 

A partir del analisis de las fases hemos obtenido las direcciones de las ondas 
reflejada y transmitida. Ahora analizaremos las amplitudes, utilizando (8.16). Ob- 
viamente todas las ondas cumplen las ecuaciones de Maxwell por lo que, al ser 
ondas planas, los vectores A, R, T del campo electrico son perpendiculares a sus 
correspondientes vectores de ondas. Nos interesa descomponer estos vectores en 
una base en la que tengan solo dos componentes y luego relacionarlas con las com- 
ponentes x ey.Se descompone el campo electrico en sus componentes paralelas la 
piano de incidencia, || y perpendicular al piano de incidencia, A, segun se muestra 
en la Figura 8.8, A = cos aAy + sin ccAj_. Se define acimut al angulo formado entre 
el campo electrico y su componente paralela. 

El acimut de la luz transmitida o reflejada sera, en general, distinto del acimut la 
luz incidente. El cambio de acimut depende de los indices de refraccion involucra- 
dos. La componente paralela Ay esta en el piano del papel y la perpendicular A^ 
es ortogonal al piano del papel; ambas son ortogonales al vector de ondas. Para re- 
lacionar las Aj_, Ay con las componentes x, y, z podemos considerar de relaciones 
trigonometricas sobre las Figuras 8.9 y 8.10 

A^ = A_l ( 0 , 1 , 0 ), Ay = Ay (cos 6 , 0 , — sin 6), 

R± = R± (0,1,0), R|| = Ry (-cos 0,0,-sin 0), (8.32) 

T ± = T ± ( 0 , 1 , 0 ), T y = T||(cos 0 / ,O,-sin 0 / ). 
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Figura 8.8: (a) Descomposicion del campo electrico en las componentes paralela y perpen¬ 
dicular. (b) . Definition de azimut a y calculo de las componentes perpendicular 
Aj_ y paralela Ay de la amplitud en funcion del estado de polarization incidente. 




Figura 8.9: Campo electrico perpendicular al piano de incidencia (X, 0 , Z). 



Figura 8.10: Campo electrico en el piano de incidencia (X, 0 , Z). 
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En z = 0 , las exponenciales son todas iguales, y aplicando las ecuaciones de 
frontera en la interfase, como hemos visto. 


e i{V x x+F y y-U)t) _ e i(k r x x+k r y y-cvt) _ jfax+ty-wt) 

= ( 8 - 33 ) 

Podemos escribir el campo, simplificando la exponencial, e 

que es la misma 

E i= ^A|| cosO, A ± , — Ay sin 0 ^ e l ^\ 

( 8 - 34 ) 

E r = R|| cos 0 ,Rx, — R|| sin 0 ^ e l ^'\ 

( 8 - 35 ) 

E t = ^T|| cos O', Tj_/ —T|| sin 0'^j e^\ 

(8.36) 

Para conocer H se necesitan los vectores k involucrados 8.22. Haciendo los corres- 

pondientes productos vectoriales 


1 

H oc = k ft A E % 

flCO 

( 8 - 37 ) 

se encuentra 


H z = n— cos^Ax, Ay, sin 0 Ax^ 

>, (8.38) 

H r = n(cosOR^, R||, sinflRx) 

( 8 - 39 ) 

H t = n'y c (-cos 6'T ± , T||, sinQ'T^) e i( ' 

). (8.40) 


Los vectores de onda son reales y, por tanto, las relaciones trigonometricas A k z = 
R k r = T kf = 0 implican que tanto la parte real como la imaginaria de A, R, T 
son perpendiculares a sus correspondientes vectores de onda. 

Considerando que en la frontera 


A + R = T, (8.41) 

obtenemos un sistema de ecuaciones en las componentes j_ y y. Entonces, las am¬ 
plitudes de las ondas reflejadas y transmitidas se obtienen a partir de 

^Ay — cos 0 = T|| cos O', 

A ± + R ± = T ± , 

n (A ± + R_l) cos 0 = n'T_L cos O', (8.42) 

n ( A u+ R n) = n ' T w- 

Son cuatro ecuaciones, dos para las componentes paralelas (la primera y la cuarta) 
y dos en las que solo aparece la componente perpendicular (segunda y tercera). La 
evolucion de ambas componentes es independiente. 


Formulas de Fresnel 


En (8.42) tenemos cuatro ecuaciones lineales y cuatro incognitas, que son los 
coeficientes de reflexion y transmision para las dos polarizaciones Ry, R_\_/T\\ y T±. 
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Dichos parametros se pueden obtener simplemente despejando de (8.42), de donde 
se obtiene 


. n cos 0 — n' cos 0 ' sin (O'— 0 ) k z — k' 

R ± = rj_Aj_ =-—— T - -A 1 = . A, J. A 1 = / . 


n cos 0 + n! cos 0 


sin (O' + 0 ) J 


kz + k~ 


l- 


( 8 - 43 ) 


T± — tj_Aj_ — 


2 n cos 0 


n cos 6 + n' cos O' 


2cos0sin0 / 2 k z 

1 = sin (0 + W) 1 = k z + V z 


(8.44) 


Para las magnitudes segun la direccion paralela tenemos ecuaciones similares 


_ _ n'cosO — n cos O' _ tan (0 — 0 ') _n' 2 k z — n 2 k' 

II II n'cosO + ncosO H tan (0 + 0 ') H n' 2 k z + n 2 k' z H 7 


( 8 . 45 ) 


2 ncos 0 2 sin 0 ' cos 0 2 nn'k z 

II II n' cos 0 + n cos O' H sin (0 + O') cos (0 — O') H n' 2 k z + n 2 k' z H’ 

(8.46) 

El coeficiente de reflexion perpendicular r± = R±/Aj_ es la relacion entre las ampli¬ 
tudes reflejada e incidente. Para el resto de casos tenemos un parametro similar. 
Es un parametro normalizado independiente de la amplitud de incidencia. La se- 
gunda igualdad se obtiene directamente a partir de (8.42). La tercera igualdad se 
obtiene a partir de la segunda, eliminando los indices de refraccion a partir de 
la ley de Snell, nsinO = n' sinO'. La cuarta igualdad se escribe en funcion de los 
componentes de k z y k! z . 

Incidencia normal 

Analicemos ahora las ecuaciones que hemos obtenido. Cuando la incidencia es 
normal entonces 0 = 0 y O' = 0 , por lo que los coeficientes valen 


n! — n 


r H T± n + n'' 

( 8 - 47 ) 

h = L = 2 ” 

11 n + n' 

(8.48) 


En la incidencia normal el piano de incidencia no esta definido ya que el vector 
de ondas y el normal a la interfase coinciden en direccion. Por ello las ecuaciones 
de Fresnel reflejan que no hay direccion privilegiada y las componentes paralela 
y perpendicular son las mismas. Para un caso particular, por ejemplo, si n = 1 y 
n' = 1,5 en incidencia normal se tiene r|| = — r± = 0,2 y 1 1| = t± = 0 , 8 . 

Segundo medio mas denso: n! > n 

Sea el caso donde el segundo medio tiene un indice de refraccion mayor que 
en el primer medio, n' > n, como cuando un haz viene del vacio y llega a un 
vidrio. En la Figura 8.11 se muestra la amplitud y la fase de estos coeficientes. 
Vemos que las componentes en transmision son bastante parecidas, aunque no las 
componentes en reflexion. 

■ Tanto los coeficientes de reflexion y de transmision varian poco para angulos 
de incidencia cercanos a la normal. Solamente a partir de unos 30 ° empieza 
a haber variaciones significativas. 
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Figura 8.11: a) Amplitudes de la incidencia normal con n = 1 y n = 1 , 5 . b) Desfases con 
dichos valores de los indices de refraction. 



Figura 8.12: En incidencia rasante, un medio dielectrico, como el agua, se comporta como 
un buen espejo, ya que « 1. 


■ Tambien se observa que en incidencia rasante, la transmision se hace nula 
y la reflexion se hace la unidad. Esto significa que las superficies se pueden 
comportar como espejos en incidencia rasante, Figura 8 . 12 . 


Angulo de brewster Como se observa en la Figura 8 . 11 , para un cierto angu- 
lo que se denomina angulo de Brewster , la componente paralela del haz reflejado, 
r||, se anula: r|| = 0. Para determinar este angulo tomamos ( 8 . 43 ) y hacemos el 
numerador 0. Esto sucede cuando 


n' cos 6 b = n cos O'. 


(8.49) 


Si eliminamos O’ a traves de la ley de Snell, n sin 6b = n' sin 6', se obtiene que el 
angulo de Brewster resulta 


tan On = —. 
n 


(8.50) 
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Figura 8.13: Valores de los coeficientes de transmision y reflexion hasta el angu- 

lo limite. 


Tambien, tomando la tercera igualdad de (8.45), 

_ tan (Ob — O') 
tan (Ob + O') 


(8.31) 


se obtiene ry = 0 cuando el denominador se hace infinito, tan (Ob + O') =00. Esto 
significa que Ob + O' = tt/2. 

La importancia del angulo de Brewster radica en que la luz reflejada tiene po¬ 
larizacion lineal y perpendicular al piano de incidencia, independientemente del 
estado de polarizacion de la luz incidente. Tenemos, por lo tanto, un metodo para 
construir luz linealmente polarizada incluso a partir de luz natural. Por otra par¬ 
te, la determinacion del angulo de Brewster nos permite determinar uno de los 
indices de refraccion conocido el otro, aunque no es el metodo mas preciso. 

En general, cuando n' > n los coeficientes de reflexion o transmision son nume- 
ros reales, de modo que el desfase solo puede ser de 0 o n. Como consecuencia, 
si la luz incide con polarizacion lineal, se transmite o se refleja con polarizacion 
lineal. 


INCIDENCIA OBLICUA PARA tl' < tl. REFLEXION TOTAL 

Utilizando las ecuaciones de Fresnel, en la Figura 8.13 vemos lo que ocurre cuan¬ 
do el segundo medio tiene un indice de refraccion menor que el medio incidente. 
Esto ocurre cuando el haz viaja, por ejemplo, del vidrio al aire. Segun se desprende 
de la ley de Snell aparece el fenomeno de la reflexion total. Para cierto angulo, de- 
terminado angulo limite o critico determinado por n sin Oq = n', el haz de entrada 
sale con 0 ' = zr/2. En este caso, los coeficientes de reflexion se hacen 1 antes de la 
incidencia rasante. 

El problema es que para angulos mayores al angulo critico, 0 > Oq, no podemos 
conocer O' a partir de la ley de Snell (involucra numeros complejos) y por lo tanto 
no podemos calcular los coeficientes de reflexion y transmision con ayuda de las 
formulas de Fresnel. Debemos retornar al planteamiento matematico del problema. 
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Interpretemos la reflexion total desde el punto de vista de los vectores de onda. 
Entonces, para 0 > 6 q se obtiene 

k x = k' x = ^nsinO > (8-52) 

es decir, una componente del vector de ondas es mayor que su modulo. Esto solo lo po- 
demos abordar incrementando el modulo, es decir, adoptando un vector de ondas 
complejo 


K = + z’a f . (8.53) 

Las ondas transmitidas y reflejadas no son superposicion de ondas armonicas con 
vector de ondas real, sino complejo. Matematicamente para la onda transmitida y 
reflejada respectivamente: 


E ( = 

E r = Re'O^—wf). 


Segun (6.15) y (6.16) y utilizando la igualdad (6.18) se obtiene 



k t • at = 0, 


(8.54) 

( 8 - 55 ) 


(8.56) 

( 8 - 57 ) 


donde se ha considerado que el indice de absorcion es nulo, k = 0 . Se muestra que 
los vectores k t y a t deben ser perpendiculares entre si. 


Hay que reconstruir toda la solucion del problema. Se llevan estas dos expresio- 
nes a las condiciones de frontera donde k[ se determina a partir de la igualdad de 
las exponenciales sobre la superficie de discontinuidad (como antes). En z = 0 se 
tiene 

14 • r = k • r, (8.58) 

con lo que k x = y k y = k ^ (componentes tangenciales continuas). El piano de 
incidencia es xz. Por la eleccion de ejes k cy = 0 (el vector de ondas esta en el piano 
xz). 

fry + ia y = 0 , (8.59) 

que vale por dos ecuaciones ky = 0 y = 0, de modo que se puede decir que k* y 
a t estan en el piano de incidencia. En lo que toca a k cx 

k x + ia x = n — sin 0 , (8.60) 

de donde 

a l x = 0, (8.61) 

k x = n — sin 6 . (8.62) 

Como a * solo puede tener componente z y solo puede tener componente x (se 
deriva de las condiciones) entonces el vector k£ resulta, Figura 8.14, 

a f = 4 u z , (8.63) 

k * = k t x = sin0u x , (8.64) 
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Figura 8.14: Plano xz y vectores k, k 4 y a 4 en reflexion total. 



Figura 8.15: (a) Ejemplo de reflexion total sobre un prisma. Si tiene un indice de refraction 
apropiado, se utiliza como un espejo y, tambien, para generar ondas evanescen- 
tes. (b) Reflexion total interna frustrada (las distancias de separation son del 
orden de la profundidad de penetration). 


donde a z = ™ \/n 2 sin 2 6 — n' 2 . 

La expresion para la onda transmitida queda 

E t = (8.65) 

Como podemos observar, se trata de una onda inhomogenea de decrecimiento ex- 
ponencial. Aunque se produce reflexion total, hay una onda que se transmite al 
otro lado de la discontinuidad, ya que E* 7^ 0 . Dicha onda evanescente es especial 
pues tiene un decrecimiento exponencial en la amplitud a medida que nos separa- 
mos de la frontera. en cuanto a la fase, se propaga en la direction de la frontera. Si 
calcularamos la media del vector de Poynting obtendriamos que la fase y la ener- 
gia se propagan por la superficie de discontinuidad. (S / ) z = 0 . Esto significa que 
no existe flujo efectivo de energia ortogonal a la interfase. Algo de luz pasa, pero 
es "expulsada" y vuelve al primer medio. 

El fenomeno de la reflexion total se utiliza para desarrollar espejos "perfectos", 
con coeficiente de reflexion 1 y tambien para generar ondas evanescentes, Figura 
8.15. Tambien fundamenta la capacidad de transmitir informacion de la fibra opti¬ 
ca, que es un dispositivo formado por dos cilindros coaxiales. El de menor radio 
se denomina nucleo y la luz se transmite por el y el de mayor radio, denominado 
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Figura 8.16: La reflexion total se utiliza en las fibras opticas para transmitir la information 
a gran distancia. 


recubrimiento, tiene un indice de refraction menor donde se produce la reflexion 
total, Figura 8.16. Cuando un haz incide con un angulo menor al de aceptancia de 
la fibra, dicho haz se transmite sin apenas perdidas debido a la reflexion total entre 
el nucleo el recubrimiento. 


Reflexion total interna frustrada 


El hecho de que existe efectivamente luz al otro lado de la frontera se puede 
verificar por el fenomeno de la reflexion total frustrada. Esto se puede obtener 
cuando se situa otro medio dielectrico muy cerca de la superficie, solamente unas 
pocas longitudes de onda. Entonces, se frustra el fenomeno de reflexion total y 
parte de la energia se transmite al otro medio, Figura 8.15b. 


Desfases entre las ondas 


Utilizando las ecuaciones de Fresnel, para el caso de las componentes k z y k z 
obtenemos los coeficientes de reflexion y transmision (8.43-8.46) 


r = k z —l£ cz 


t± = 


2 k z 

kz+kcz 


kzn^-k^n 2 
‘ i! k z n' 2 +k' cz n 2 ' 

f = 2 n ,2 k z 

II n ,2 k z J t-n 2 k t cz / 


( 8 . 66 ) 


donde hemos escrito el submdice c a las componentes de la onda transmitida. Los 
detalles de este calculo se encuentran en [? ], donde los componentes resultan 


k z = n — cos 0 e R 
c 

y 

k[ z = i—Vn 2 sin 2 6 — n ' 2 e C 
cz c 

Por consiguiente los coeficientes quedan 


r± 


n cos 6 — i v n 2 sin 2 6 — n' 2 
n cos 6 + i\f n 2 sin 2 6 — n' 2 
n' 2 cos 6 — inVn 2 sin 2 6 — n' 2 
n' 2 cos 6 + in\f n 2 sin 2 6 — n' 2 


(8-6 7) 

( 8 . 68 ) 


(8.69) 

(8.70) 
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Como el numerador y el denominador son complejos conjugados se cumple 


M = 


= l. 


(8.71) 


Entonces vemos que R± = P|| = 1 , por lo que toda la luz incidente se refleja. 
Tambien se obtiene Tj_ = T|| = 0 . Esto es importante para generar espejos de gran 
calidad. 

La anterior relacion permite escribir los coeficientes de reflexion como 3 


• 11 


Para calcular Su y se definen 4 


r ± = e lS± . 


r± = 


\r ± \e 1 ' 




\rj_\e 1 2 ~2 

lo que nos permite obtener las tangentes 


S ± 

tan 

2 


cos — i sin 


= e 1 ^, 


(8.72) 


(8.73) 


tan 


\/* in 2 e-(j 

o 2 

cos 0 

\l sin 2 e—0 

0 2 


(n f /n) 2 cos 6 


(8.74) 

(8.75) 


Lo que normalmente nos interesa es la diferencia de fases entre las dos componen- 
tes. Esto se obtiene a partir de, Figura 8.17, A =S± — S\\ 


tan 


tan -f — tan -j- 
1 + tan ij- tan ^ 


cos^y sin 2 6 — 
sin 2 6 


(8.76) 


En reflexion total, se produce un cambio de fase relativo entre las componentes 
paralelas y perpendicular y esto produce un cambio del estado de polarizacion. 
Esto significa que la luz con polarizacion rectilmea se convertira en general en elip- 
ticamente polarizada, dependiendo de la diferencia de fases de la formula anterior. 


RELACIONES ENERGETICAS 

Ahora que conocemos los campos reflejados y transmitidos, podemos calcular 
la energia que transportan estas ondas. Para ello, debemos calcular promedios 
temporales del vector de Poynting (potencia por unidad de area) y compararlos. 
Como consideraremos un estado estacionario, la conservacion de la energia debe 
entenderse como igualdad del flujo que entra en una zona con el que sale de ella, 
no como igualdad de la energia "antes" y "despues" como se hace, por ejemplo 
en las colisiones. Trabajamos con una onda armonica plana E = EoC^ k r_a; ^ y para 
ellas el promedio temporal del vector de Poynting resulta 

< S > = l\l¥~ n l E °| 2 ( 8 -77) 

2 V Fo 

3 atencion en la bibliografia al convenio de signos en la exponencial compleja: las formulas posteriores 
dependen de ese convenio. 

4 cuidado con la definicion. Es distinta a Cabrera 
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Oi (grados) 



(c) 



n-1,5 n’=1 


Figura 8.17: Cambios de fase para distintas incidencias. 



Figura 8.18: Modification de la polarization debido a angulo distintos en los coeficientes de 
reflexion. 
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Figura 8.19: Modification de la polarization debido a angulo distintos en los coeficientes de 
reflexion. 


Hay que considerar que la variable relevante es solo la componente normal a la in- 
terfase del vector de Poynting. La energia que va a ser repartida entre onda trans- 
mitida y reflejada es la que incide sobre la superficie, y esa es la que corresponde 
a la componente normal a la superficie. Lo que nos interesa es la irradiancia sobre 
la interfase, es decir, la potencia que incide sobre ella. Si n es un vector unitario 
normal a la interfase 

Irradiancia = (S) • n = (S) 2 , (8.78) 

para las ondas incidente, reflejada y transmitida, respectivamente 

I(S,) Z 

I (Sr) z 

l(S f ) z 

Entonces nos encontramos en condiciones de definir dos conceptos relevantes en 
el estudio energetico. La reflectancia queda de una forma sencilla 


\\f^-ncos 9 |A| 2 , 
2Vfo 11 

L&ICOS0 |R| 2 , 
2\Ho 11 

1 I e 0 / n i ,~,|2 
—n cos 6 T . 
2V Ho ' 


(8-79) 

(8.80) 

(8.81) 



l(Sr) z 

l(S/) z 


pero la transmitancia es algo mas compleja 


rHcosO^ |T| 2 _ |(S t ) z 
n cos 6 IA | 2 |(S;) 2 


(8.82) 


(8.83) 


Presenta dos terminos adicionales, uno es la relacion entre indices de refraccion 
y otro es la relacion entre angulos incidente y transmitido. La relacion n!In tiene 
que ver que en los medios de mayor indice la luz se "entretiene" mas, tiene me- 
nor velocidad de fase, y por consiguiente hay mayor energia. Tiene que ver como 
cuando vamos por una carretera y hay un atasco, hay mayor cantidad de coches 
por unidad de superficie. 
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La relacion cosO' /cosO tiene que ver con la relaciones de area cuando el haz gira, 
debido a que se conserva la energia, pero no la relacion de areas. 

Tal como estan definidas estas magnitudes 1 Z y T dependen no solo de n, n!, 0 , O' 
sino tambien del estado de polarizacion. Se definen reflectancias y transmitancias 
paralelas y perpendiculares de modo independiente. Por ejemplo, para la reflectan¬ 
cia, definimos el angulo oij mediante las siguientes dos ecuaciones ( oi{ es un acimut, 
e indica la relacion entre la cantidad de luz paralela y perpendicular que lleva un 
estado de polarizacion): 


= |A| cos oi{ 
|A_l| = |A| sinoij 

eso nos permite reescribir la reflectancia como 


n = 


IRI 


R ii 


Rn 


■ + 


\Ri 


■ cos 2 Oil + 


/ COS 2 Oil I ^ s ^ n 

\ 1±\ 2 ^ 

\ a a 


sin oc 


TZ\\ cos 2 Oil + 1 Z± sin 2 oi{ 


(8.84) 

(8.85) 


( 8 . 86 ) 


Sin embargo como la componente paralela reflejada es proporcional a la componen- 
te paralela incidente y lo mismo para la perpendicular, cada uno de los terminos 
solo depende de la discontinuidad de indices, de modo que se definen 


REFLECTANCIA PARALELA 


7^11 = 


R 1 


REFLECTANCIA PERPENDICULAR 


n 1 = 


IRi 


I^J 


kil 


TRANSMITANCIA PARALELA 


Tu = 


n' cos 6 ' 
ncosO 


TRANSMITANCIA PERPENDICULAR 


n = 


n’cosO' u |2 
ncosfl |f - L| 


(8.87) 


( 8 . 88 ) 


(8.89) 


(8.90) 


La generalizacion a reflexion total depende de que el vector de Poynting no tiene 
componente normal, luego no hay energia que abandone la superficie: 


<S f ) z = 0 ^T = 0 


(8.91) 


y 7 ^|| = 1 Z± = 1 . Toda la luz que incide se refleja 5 . 

5 La aparente paradoja se resuelve si consideramos por una parte que se trata de una relacion entre flujos 
de energia, y el flujo entrante (transportado por la onda incidente) iguala el flujo reflejado (transportado 
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Figura 8.20: Relation entre las distintas transmitancias y reflectancias. 


Incidencia casi normal Incidencia rasante 



Figura 8.21: . Variation de la transmitancia y reflectancia en funcion del angulo de inciden- 
cia. 


Ahora esperamos obtener alguna ligadura entre reflectancias y transmitancias 
que de cuenta de la conservation de la energia: por calculo directo se puede de- 
mostrar que se verifican estas dos leyes de conservation, Figura 8.20, 


K\\ + 7 jj m 1, U L + 71 = 1 , 

que se combinan para dar 1 Z + T = 1, dicho de otro modo 


l(S;) z | = |(S f ) z | + |(S r ) z 


(8.92) 


( 8 - 93 ) 


Como caso particular, diremos que en la incidencia normal nos encontramos con 
otras dos igualdades de reflectancias y transmitancias 


= n ±/ (8.94) 

7 j| = 71 - ( 8 - 93 ) 

Para continuar con el ejemplo anterior, si n = 1 y n' = 1 , 5 , entonces 1 Z = 0,04 y 
7 ~ = 0 , 96 . En las lentes y otros elementos formadores de imagen, es importante 
considerar que por cada intercara, se pierde aproximadamente un 4 % debido a 
reflexiones indeseadas. Cuando hay muchos elementos, es necesario utilizar trata- 
mientos antirreflectantes sobre las superficies para evitar la perdida de energia 


por la onda reflejada) y por otra, que se trata de un promedio temporal, luego funcionarla aproximada¬ 
mente para ondas no armonicas, que son aquellas para las que existe verdaderamente un "proceso" de 
reflexion transmision en el sentido de que llega una onda a la interfase y se divide en dos y todo acaba 
poco tiempo mas tarde. 

6 los tratamientos antirrefectantes se fundamentan en el fenomeno de las interferencias. 
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MEDIOS ABSORBENTES 

Hasta aqui todo lo que hemos hecho en este capitulo parte de la consideracion de 
que los dos medios en que se propaga la onda son completamente transparentes, 
k = 0 . En esta seccion vamos analizar que ocurre cuando el segundo medio es 
absorbente. El primer medio queda caracterizado por un indice n real y el segundo 
por uno complejo, n' c = n + vk. El procedimiento de analisis es similar al caso de 
reflexion total. Consideramos un haz trasmitido con vector de ondas complejo 

E f = Te'( k ^' r “ a ’ f ). (8.96) 

Al considerar las condiciones de frontera, de donde por independencia lineal de 
las exponenciales se tiene que sobre la superficie de discontinuidad (z = 0) se ha 
de verificar la igualdad 

K ■ r = k • r, (8.97) 

es decir 

Kx = k x + ia*x = k x , (8.98) 

k C y ky + iciy ky 0. (8.99) 

Como ky = Uy = 0 entonces y estan en el piano de incidencia. 

k l x = k x = n— sin 6 , (8.100) 

donde 0 es el angulo de incidencia. Ademas, a' x = 0 , y por tanto a r = a' z u z . En 
cuanto a k r , tenemos 

k f = k z u z + n — sin0u x . (8.101) 

c 

Como, segun las ecuaciones de Maxwell (6.19) 

k t,2_ a t,2 = ^( n ,2_ K ’2y (8.102) 

( .2 

k^. a f = -ywY. (8.103) 

podemos obtener los valores k[ y a z , [? ]. El vector de ondas de la onda refractada 
queda especificado por completo y de manera unica. Para resolver completamente 
el problema necesitarlamos calcular las amplitudes de las ondas reflejada y trans- 
mitida. Es un calculo trabajoso del que solo comentaremos alguna consecuencia: 

■ Las expresiones para los coeficientes de reflexion siguen valiendo, si donde 
haya k[ ponemos y donde haya n' ponemos n' c . El resultado es 

_ n'^k z — 

r|1 n' c 2 k z + n 2 /4' 

_ h ~ Kz 
k z + k 

Estos coeficientes de reflexion son complejos, debido al vector de ondas y al 
indice de refraccion, para cualquier angulo de incidencia. 

■ Se puede cambiar el estado de polarizacion mediante reflexiones en medios 
absorbentes puesto que anaden desfases. De hecho hay una tecnica de medi- 
da de indices de refraccion, la elipsometria, que se basa en el estudio de los 


(8.104) 

(8.105) 
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Figura 8.22: Medidas experimentales de la reflectancia frente a la longitud de onda. Esto 
senala que el cobre refleja mejor los colores rojizos, adquiriendo dicho color a 
nuestro ojo, mientras que me tales como el aluminio reflejan todos aproximada- 
mente igual. 


cambios de polarizacion en las reflexiones de ondas sobre medios de indice 
desconocido (seccion 9,6 del libro de Cabrera). 


■ Para las reflectancias (pero no para las transmitancias) tambien valen las re- 
laciones que ya hemos encontrado para los medios transparentes: 


*11 = 



K ± = \r ± \ 2 . 


( 8 . 106 ) 

(8.107) 


incidencia normal La incidencia normal sucede cuando para la onda inci- 
dente k = k z u z = n^u z . Con esta eleccion de ejes el piano de la discontinuidad es 
el xy. Las componentes x ey se conservan 

k x = Kx = 0 , 

ky = key = 0, (8.108) 


lo que implica k x = ky = a l x = = 0 . El vector de ondas de la onda transmitida so¬ 
lo puede tener componente z: = (fc* + ia l z ) u z . Para obtener k z y a z nos valemos 


de 

, ,2 

k' 2 - n' 2 — 

c n 'C ^2 ' 

(8.109) 

de donde separando 

en parte real e imaginaria 



k' = n —, 
c 

(8.110) 


/ 

a 7 = k —. 
z c 

(8.111) 
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8.6 MEDIOS ABSORBENTES 




Figura 8.23: Reflectancias y desfases en medios absorbentes. Comparacion con un medio 
transparente donde la reflectancia paralela para el angulo de Brewster se anula. 
Aqui aparece un minirno de intensidad en la reflectancia, pero no es nulo. 
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Entonces se obtienen los coeficientes reflexion y reflectancias 


r \i = - 


7^ii 


r± = 
= 7 Z ± = 


n! + ix! — n 
n' + ix' + n' 
(w / - nf + k /2 
(«' + n ) 2 + k' 2 


( 8 . 112 ) 

( 8 . 113 ) 


Por ejemplo, cuando n = 1 la reflectancia aire-aluminio es 83 % y la aire-mercurio 
78 %. 


■ Hay que observar que incluso en incidencia normal los coeficientes de refle¬ 
xion son complejos. 

■ Los coeficientes de reflexion son muy altos. A modo de ejemplo valga un 
vidrio de n = 1 , 5 , que tiene coeficiente de reflexion de ~ 0,2, es decir, una 
reflectancia de en tor no al 4 %. 

■ Las reflectancias crecen con x!. Es decir, los medios mas absorbentes son 
tambien mas reflectantes. Si este coeficiente x ft, ft' entonces = 1 . 


CONCLUSIONES 

■ Al pasar la onda a otro medio, los atomos anulan la onda incidente y generan 
dos, una reflejada y otra transmitida, que se propagan en distinta direccion. 
Las direcciones de estas ondas se calculan mediante la ecuacion de Snell. 

■ Las ecuaciones de Lresnel nos permiten determinar las amplitudes de las 
ondas reflejadas y transmitidas, que varian segun la polarizacion del haz 
incidente. Los coeficientes de Lresnel son reales. 

■ Cuando n’ > n, los desfases en la polarizacion son de 0 a n. En el caso de 
incidir con luz linealmente polarizada solo cambia el azimut de salida. 

■ Existe un angulo, denominado angulo de Brewster para el cual la luz refleja¬ 
da esta totalmente polarizada de manera perpendicular al piano de inciden¬ 
cia. 

■ Cuando n' < n se puede producir el fenomeno de reflexion total. La luz 
no es capaz de propagarse por el segundo medio, no obstante existen ondas 
evanescentes de amplitud exponencialmente decreciente. Este reflexion total 
se puede frustrar si se ubica otro medio muy cerca (unas pocas longitudes de 
onda). 

■ Par el caso de reflexion total, se producen desfases entre las componentes 
perpendicular y paralela. Se produce un cambio en el estado de polarizacion. 

■ En todos los casos, la energia se conserva: R + T = 1 . 

■ Para el caso de metales, las ecuaciones se complican. No hay angulo de Brews¬ 
ter pero si una situacion de rnmirno. 


[ 7 de febrero de 2018 at 17:16 - classicthesis version 2017-2018.1 ] 



8.6 MEDIOS ABSORBENTES 127 


k2 



Figura 8.24: Reflexion sobre una superficie no plana. 


COMPLEMENTO! SUPERFICIES CON DIRECCIONES ARBITRARIAS 

Veamos al direccion de salida del haz cuando las direcciones del haz incidente y 
de la normal a la superficie son arbitrarias. Entonces, las componentes paralela y 
perpendicular del vector k respecto al vector n resulta ser 

kjj = (ki-n)-n, (8-114) 

kj 1 = ki-kf. (8.115) 

En la reflexion, la componente perpendicular, para la reflexion, se mantiene y la 
componente paralela cambia de signo. Por consiguiente, el haz reflejado tiene la 
trayectoria 


k 2 = kj 1 - k]J 

= ki — 2(ki*n) • n. 


Asimismo, el angulo 0 se obtiene como 


cosO = 


ki*n 

|ki|- |n 


(8.116) 


(8.117) 


Nota: Cuando la superficie entre los dos medios no es plana, sino que esta des- 
crita para una ecuacion r = r(<p), entonces la reflexion se puede determinar a 
partir de calculo vectorial las ecuaciones anteriores son validas, pero la normal a 
la superficie local se calcula mediante 


(r x r) x r 
|| (r x r) x r 


(8.118) 


COMPLEMENTO! SUPERFICIES RUGOSAS 

En la practica, las superficies no suelen ser perfectamente pianos, y la Ley de 
Snell permite distinguir entre la reflexion especular y la reflexion difusa, las cuales 
se diferencian en que todos los rayos salen en una misma direccion o en distintas 
direcciones, produciendo efectos visuales distintos (la primera permite observar 
reflejos de manera clara y la segunda de manera difusa). Un analisis de la relacion 
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Figura 8.25: Reflexiones especular (casi) y difusa. 


energetica de cada una de las direcciones es un problema complejo que necesita 
un analisis estadistico [? ? ]. 
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MEDIOS ANISOTROPOS 



En el capitulo polarizacion de las ondas electromagneticas anali- 
zamos brevemente los elementos polarizadores desde un punto de vista teorico, 
estudiando su matriz de Jones y viendo como cambia el estado de polarizacion de 
la luz incidente. En este tema veremos como algunos tipos de materiales no son 
isotropos, es decir se comportan de forma diferente segun la direccion del campo 


electrico incidente. 

Indice 

9.1 Anisotropia natural e inducida. 130 

9.2 Matriz dielectrica . 131 

9.3 Clasificacion de los medios anisotropos . 132 

9.4 Propagation de ondas armonicas planas. 132 

9.5 Medios uniaxicos . 134 

9.3.1 Superficie de vectores de onda. Eje optico . 134 

9.3.2 Fase y polarizacion de las ondas ordinaria y extraordinaria 133 

9.3.3 Doble refraction. 137 

9.6 Elementos anisotropos . 138 

9.6.1 Laminas retardadoras. 138 

9.6.2 Medios absorbentes; dicroismo; polaroides. 141 


Objetivos 

■ Conocer los mecanismos por los que se produce la anisotropia. 

■ Saber tratar matematicamente los medios anisotropos. 

■ Saber clasificar los medios anisotropos. 

Referencias generales 

■ Born, M. and Wolf, E., "Principles of optics: electromagnetic theory of pro¬ 
pagation, interference and diffraction of light", Cambridge university press 
(1999). 

■ Goldstein D. "Polarized Light, revised and expanded", CRC Press (2011). 
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Figura 9.1: Significado microscopico de la isotropia. a) la perturbacion originada por un 
campo sobre un atomo es igualmente eficaz en todas las direcciones (isotropia 
microscopica). b) la perturbacion sobre una molecula diatomica es mas eficaz en 
unas direcciones que en otras (anisotropia microscopica). 


ANISOTROPIA NATURAL E INDUCIDA 

Para medios isotropos supusimos la existencia de una fuerza recuperadora a 
nivel molecular proporcional a la separacion entre cargas 

Fmt = mcvlr. (9.1) 

Ya dijimos que la linealidad no implicaba que coq fuese un escalar. De hecho, solo 
sera un escalar si la direccion en que produzcamos la separacion de cargas es 
indiferente, esto es, si los efectos de un campo electrico aplicado son igualmente 
eficaces separando cargas independientemente de su direccion. Si ocurre asi, segun 
la deduccion que hicimos, eoXe sera tambien un escalar en la expresion P = eo/t^E, 
y F || r implicara naturalmente PIE. Imaginemos ahora el caso de una molecula 
biatomica. 

Vemos claramente que hay una direccion intrinsecamente privilegiada en un 
material cuya estructura microscopica es de este tipo (Figura 9.1b). Un mismo 
campo sera mas eficaz deformando la nube electronica en una direccion que en 
otra. Ahora se cumplen las siguientes relaciones, donde el gorro denota una matriz 
(que introduce la dependencia de la direccion) 

Pint = Mr, 

P = XeCoE, 

D = e 0 (1 + Xe) E = eE. (9.2) 

Los parametros M, ^ y e tienen ahora caracter tensorial 1 . Como consecuencia de 
ello, los indices de refraccion dependeran del estado de polarizacion. Imaginemos 
un medio hecho de moleculas anisotropas como las de la Figura 9.1, (b). Si estan 
distribuidas de modo aleatorio, los promedios espaciales haran que el medio sea 
macroscopicamente isotropo (p.ej., el aire). Para obtener medios macroscopicamente 
anisotropos las moleculas deben estar orientadas en la misma direccion, como en 
el caso de solidos cristalinos y cristales liquidos. 

La anisotropia de los cristales podriamos llamarla de origen natural. Pero no- 
sotros podemos crear anisotropias inducidas. Por ejemplo, si aplicamos un fuerte 
campo electrico estacionario a ciertos medios, los convertiremos en anisotropos 
por alineacion de momentos dipolares electricos. Lo mismo si se trata de un cam¬ 
po magnetico estacionario. Pero tambien podemos causar anisotropia por medios 
mecanicos, como presiones o estiramientos (Figura 9.2). 


1 Con nuestro nivel, consideraremos unicamente que estan representados por matrices. 
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Figura 9.2: a) Cuando se tensionan algunos materiales aparecen anisotropias. (b) Por los pro- 
cesos de fabrication a veces las tensiones estan congeladas dentro del material. 


Vamos a considerar solo el caso de medio anisotropo mas sencillo de medios no 
magneticos, ]i = }io, homogeneos, medios dielectricos, a = 0 y transparentes. 


MATRIZ DIELECTRICA 


Un medio transparente isotropo se caracteriza mediante una constante dielec- 
trica, que es un escalar real. Por otro lado, un medio transparente anisotropo se 
caracteriza mediante una matriz hermitica. Esto se puede deducir analizando la 
energia. En los medios transparentes toda la energia que entra en un volumen V 
sale de el. Llamaremos Z a la superficie cerrada que confina 1 /. Para formular cuan- 
titativamente que toda la energia que entra sale hacemos la integral de superficie 

n E • (S) ds — 0 . (9.3) 

donde es el vector normal a la superficie y ds un elemento diferencial de ella. 
Cualquier superficie debe cumplir esta condition, que por el teorema Gauss se 
reduce a 

V • (S) = 0. (9.4) 

Para ondas armonicas, el promedio temporal del vector de Poynting resulta 

(S) = 1 »{EAH*}. (9.5) 

Para calcular la divergencia del Vector de Poynting utilizamos la siguiente igualdad 
V (E A H*) = H* V A E - EV A H*. (9.6) 

Ademas, con las dos ultimas ecuaciones de Maxwell, 

V A E = zo;/iH, 

V A H = —zo;D, 

obtenemos 

V-(S ) = -yE( 4 -%)^ ( 9 - 7 ) 

k,l 

donde k, l recorren las coordenadas x,y,z. Por consiguiente, se debe cumplir 

4l = £ lkr ( 9 - 8 ) 
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es decir, la matriz es hermitica y se puede diagonalizar a una matriz con autovalo- 
res reales y cuyos autovectores son ortogonales. 

CLASIFICACION DE LOS MEDIOS ANISOTROPOS 

■ Si algun elemento de la matriz es complejo se dice que el medio tiene 
actividad optica 2 . 

■ Si todos son reales se dice que el medio no tiene actividad. 

Puede parecer que una propiedad fisica como es la actividad optica depende de 
la base, pero no es asi. En efecto, antes hemos dicho que toda matriz dielectrica, 
por ser hermitica era diagonalizable a una matriz de elementos reales. Pero no 
hemos explicado que el cambio de base necesario puede involucrar operaciones 
que son algo mas que un mero cambio de ejes en el espacio geometrico. En efecto, 
si la matriz dielectrica que tenemos en una cierta base tiene elementos complejos 
para diagonalizarla sera necesario multiplicar por una matriz unitaria, que a su 
vez tiene elementos complejos, y que representa un cambio de base no en el espa¬ 
cio geometrico, sino en el de las polarizaciones. Si la matriz de que disponemos 
es en origen real en todos sus elementos, un mero cambio de ejes en el espacio 
geometrico sera suficiente para diagonalizarla. 

En lo que resta solo abordaremos el caso de medios sin actividad optica. Para 
ellos siempre podemos encontrar un sistema de referencia en que la matriz sea 
diagonal. Diremos entonces que estamos haciendo la descripcion en un sistema de 
ejes principales. Entonces, a los elementos de la diagonal (autovalores) se les llama 
constantes dielectricas principales: e X/ e y ,e z . Se definen entonces toda una serie de 
magnitudes relativas a los ejes principales (oc = x,y,z ): 

■ indices de refraccion principales: n x o 

■ velocidades de fase principales : v a = c/n x 

Las magnitudes principales no pueden ser las tres iguales (el medio seria isotropo), 
de modo que se presentan dos casos 

■ medios bidxicos: las tres diferentes e x ^ e y 7^ e z y e x 7^ e z . 

■ medios unidxicos: dos iguales. 

PRO PAG ACION DE ONDAS ARMONICAS PLANAS 

Como hemos visto, en los medios anisotropos la constante dielectrica es una 
matriz. Por ello, no podemos separar tan 


D = D 0 e ! ' (kr “ a ’ f) 

H = H 0 e !(kr “ a,f) 

E = E 0 e' (k ' r_a ’ f) 

con D 0 ,H 0 ,Eo G C constantes y cu,k G 5 ? constantes (medios transparentes). Nues- 
tro problema es determinar las relaciones que existen entre estos parametros (por 
ejemplo, relacion entre vector de ondas y frecuencia, o entre vector de ondas y 
vectores de intensidad de campo...). 

2 que se traduce en el cambio del acimut de la luz linealmente polarizada que incide sobre el. 
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Como siempre, acudimos a las ecuaciones macroscopicas de Maxwell y el resul- 
tado es 


k • D 0 = 0 
k • H 0 = 0 
k A Eq = }icoHq 
k A Ho = —coDq 


Es decir, D, H, k son mutuamente perpendiculares entre si. Ademas, E 1 H, pero 
eso no quiere decir E A k, que en general sera falso. Esto implica que la energia 
no ira en la misma direccion que la fase. De modo que 

S = E A H (9.9) 


no lleva la misma direccion que el vector de ondas. En lo que sigue estudiaremos 
siempre la propagacion de la fase, porque luego a partir de E, H se obtiene de 
modo sencillo la propagacion de la energia. Si reescribimos el segundo rotacional 
y despues sustituimos el valor de Hq que nos da el primero 


Do = cE 0 

= --kAH 0 

CO 

1 

=-~ k A (k A E 0 ) 

]iCO l 

ejecutando el doble producto vectorial 


D ( 


0 — 


yco z 


k (k • E, 


■0; - 


(k 2 )' 


finalmente el resultado de combinar los dos rotacionales es 


(9.1°) 


(9.11) 


(k • Eo) k — k 2 Eo + ficv 2 eEo = 0 (9.12) 

esto es un conjunto de 3 ecuaciones, que queremos resolver para k y para E. Como 
son lineales en Eq, las podemos reescribir con ayuda de una matriz, M (k,e): 


M (k,e) Eq = 0 


(9-13) 


para escribir la matriz en la forma mas sencilla posible hay que utilizar como ejes 
coordenados los ejes principals x, y, y z. Entonces M es 

(n x ^-) 2 — ky — kl k x k y k x k z 

k y k x ( n yf ) 2 — ~ kyk z 

k z k x k z k y (n z “) 2 — k% — ky 

E 0 debe ser autovector de la matriz con autovalor nulo. Se debe producir que 
| M | = 0 , lo que limitara los vectores de onda posibles. 


El proceso sera obtener dichos vectores de onda y luego llevarlos a la ecuacion de 
autovalores para despejar Eq. Eso equivale a la resolucion completa del problema 
que nos habiamos fijado: determinar la propagacion de oap en medios anisotropos. 
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Figura 9.3: Esfera y elipsoide de vectores de onda. Dependiendo de n e y n 0 el elipsoide 
estara dentro o fuera de la esfera. 


MEDIOS UNIAXICOS 

Superficie de vectores de onda. Eje optico 

A partir de ahora nos vamos a centrar en medios uniaxicos sin actividad optica 
en los que, por ejemplo 


Wx — Wy — W 0 
n z = n e 


donde n 0 se denomina vndice ordinario y n e indice extraordinario. 



Como | M | = 0 , se debe anular uno de los dos factores. Si es el primero, el vector 
de ondas debe estar sobre una esfera de radio n 0 ^; si es el segundo, sobre un elip¬ 
soide de revolucion de semiejes n e ™, n e ^ f n 0 ™ (tambien se pueden anular ambos 
factores a la vez). 

A las superficies dadas por la condicion de anulacion de | M | las llamamos super¬ 
ficies de vectores de onda. Ambas coinciden (y comparten piano tangente) en el eje z. 
A ese eje se le denomina eje optico. Es el eje donde la constante dielectrica tiene un 
valor diferente al de los otros dos ejes principales. 

Imaginemos una onda que se propague en una direccion del espacio. Para dicha 
onda, en un medio anisotropo uniaxico, tenemos dos vectores de onda distintos: 
el que esta sobre la esfera ( onda ordinaria) y el que esta sobre el elipsoide (corres- 
pondiente a la onda extraordinaria). A partir de ahora todos los problemas se nos 
desdoblan, puesto que tenemos que caracterizar la propagacion de ambas. 

Para la onda ordinaria, el modulo del vector de ondas |k 0 | = n 0 ^f siempre sera 

el mismo. Asi ocurre, tambien con la velocidad de fase v 0 = f-. 

n 0 

Para la onda extraordinaria, tomando coordenadas esfericas r, cp , (p (radial, polar, 
acimutal) 

k e = | k e | (sin (p cos cpu x + sin cp sin (pn y + cos (pu z ) ( 9 . ^ 13) 

Si llevamos esto a la condicion de anulacion del factor correspondiente tendremos 


|ke 


n e n 0 



00 

c 


(9.16) 
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Este modulo tiene simetria de revolucion en torno al eje optico. Igualmente, pode- 
mos preguntarnos por la velocidad de fase 

v > = it\ <9 ' 17) 

para la que 

vj = sin 2 <p + i? 2 cos 2 (p 
donde v e = c/n e y v 0 = c/n 0 . 

Hay dos vectores de onda en todas las direcciones del espacio salvo en la del 
eje optico, donde solo hay una onda. Para medios biaxicos esto ocurre para dos 
direcciones del espacio (los dos ejes opticos); en el resto hay dos vectores de onda. 
Lo que tenemos que hacer ahora es llevar los dos vectores de onda a la ecuacion 
de autovalores y calcular los Eg correspondientes. Para simplificar el problema 
(reduciendolo en una dimension) vamos a aprovechar la simetria en torno al eje z 
disponiendo los ejes x, y de modo que k x = 0 . Entonces M queda 

(n x ^) 2 -k 2 -k 2 0 0 

0 k y k z 

0 k z (n z ^) 2 -k 2 _ 


Fase y polarization de las ondas ordinaria y extraordinaria 
Onda ordinaria 


Si el vector de ondas esta sobre la esfera (sobre el circulo) y no coincide con el 
eje z (fcy ^ 0) entonces cumple fc 2 + fc 2 = ( n 0 y) 


{n x %f -k 2 -k\ 


0 


0 


0 

0 


(« yf ) 2 -*2 

k z ( M zf) 2 


kykz 


k) 



( Eox ^ 


E 0 y 


\ Eflz J 


= 0 . 


por la condicion de onda ordinaria 0 x Eq x = 0, con lo que nos queda como 
subsistema 


(«of) ~ k l 


kyk z 


k z ky 


Kf) - fc y 


2 =° 


(9.3.8) 


la condicion necesaria para que tenga solucion es que esta submatriz tenga deter- 
minante nulo, pero eso es contradictorio, porque equivale a decir que el vector de 
ondas esta sobre el elipsoide (y por hipotesis esta sobre la esfera). Por lo tanto se 
tiene que verificar 


£()y — £qz — 0 




En otras palabras, 

■ La onda ordinaria esta linealmente polarizada, vibrando perpendicularmente 
al piano que contiene al vector de ondas y al eje optico. 

■ Para la onda ordinaria, Eq si es perpendicular a k : energia y fase se propagan 
en la misma direccion. (S) cx k. 
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■ Esta onda solo se distingue de la que atraviesa un medio isotropo en que esta 
obligatoriamente linealmente polarizada del modo descrito. 


Onda extraordinaria 


La ecuacion que define la onda extraordinaria es 




= 1. 


Vamos a apartar para mas tarde el estudio de la propagacion segun el eje optico, 
por lo que k y ^ 0 . Si llevamos la condicion para k e a la ecuacion de autovalores y 
aprovechando la simetria de revolucion, tenemos dos subsistemas (primera fila y 
ultimas dos, respectivamente, de la matriz) 


1 

0 

0 

<N N 

1 

<N >> 

1 

<N 

3 h-> 

0 

1_ 


' E 0x ^ 

0 ( n o z ) 2 ~k 2 k y k z 


Eoy 

l 

<N >> 

1 

tN 

N 

O 

_1 


V ) 


se deduce que Eq x = 0, y por consiguiente el subsistema 

( (n 0 %) 2 -kl k y k z \(E 0 y\ =0 
\ k z ky (n e f) 2 -k 2 ) \ E 0z) 

tiene solucion distinta de la trivial, porque su determinante vale, por hipotesis, l. 
Resolviendo: esta ecuacion resulta 


E 0 oc 




0 ^ 

n% 

-n 2 0 k y ) 


Conclusiones: 


( 9 - 19 ) 


■ La luz es linealmente polarizada (campo proporcional a un vector real), y 
esta en el piano determinado por k y el eje optico. 

■ En general Eq JL k ya que 


k • E 0 <x (n 2 or - npj k y k z (9.20) 

salvo en el caso k z = k x = 0 (k y lo estamos excluyendo de momento). Dicho 
de otro modo, siempre que k sea perpendicular al eje optico, k _L Eo, pero 
solo en ese caso. La energia y la fase se propagan cada una por su cuenta. 


Eje optico 


Cuando el vector de ondas esta en la direccion del eje optico, solo hay una onda 
(la ordinaria y la extraordinaria coinciden). Se cumple k y = k x = 0 y k = n 0 ^\x z . 
Esto en nuestra ecuacion de autovalores significa mas ceros en la matriz: 


/ 0 0 
0 0 
\0 0 




\ 

1 E 0x > 


Eo y 

/ 

\ ^0z ) 


= 0 


de donde E (h — 0 y E 0x , E 0y son libres. 


(9.21) 
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Conclusiones: 

■ Cualquier estado de polarizacion es posible. 

■ E • k = 0 por lo que fase y energia van en la misma direccion. 

■ En este caso particular la onda ve un medio isotropo: si nos movemos por el 
eje z el indice en todas las direcciones laterales es el mismo. Es natural que el 
resultado sea el mismo que para una oap en un medio isotropo. 

Doble refraction 

Vamos a examinar ahora que ocurre cuando hay una discontinuidad de indice 
y uno de los medios es anisotropo. La superficie de separacion la supondremos 
plana. 

Para saber si hay o no ondas reflejada y transmitida debemos preguntarlo a las 
ecMm. Si las hubiera les asignariamos una superposicion de oap: 

E; = 

E r = Re ! '(k"-r+^"f) + . .. 

E f = Te , ’( k '- r “ a/f ) + ... 

Las condiciones de frontera para los campos no varian porque uno de los medios 
sea anisotropo. Si las aplicamos obtendremos la igualdad 

k • r = k' • r = k" • r 


en z = 0 (la interfase). 


= k! x = k!' x = sin 0 

= k y = k y =0 


(la segunda componente se anula por eleccion de ejes). Es decir, todos los vectores 
de onda estan en el piano de incidencia. 

A partir de aqui comienzan las diferencias. En general el modulo del vector de 
ondas depende de la direccion en un medio anisotropo. Lo que si sabemos es que 
el vector de ondas debe estar 


1. sobre el piano de incidencia 
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Figura 9.3: Formation de dos imagenes al atravesar la luz un medio anisotropo. 

2. sobre la superficie de vectores de onda 

En la Figura 9.4 vemos que el vector de ondas de la onda transmitida puede ser 
uno de los dos que tienen la misma componente k x y cumplen las dos exigencias 
planteadas (cortamos las superficies de vectores de onda con el piano de incidencia, 
obteniendo dos curvas). Utilizando la notation de la Figura 9.4 


\k' x \ = \ k [ | sm 6 [ = |k| sin 6 = k x 
|k^| sin$2 = |k| sin0 

En general habra dos ondas refractadas, ya que hay dos vectores de onda que sa- 
tisfacen las condiciones de frontera 3 . A esta propiedad se la llama doble refraction 
o birrefringencia. Esto significa que al mirar objetos a traves de medios anisotropos 
se ven dobles. 

Por ser |k^| y \k' 2 \ funciones de los respectivos angulos no hay una ley simple 
de tipo Snell. Elay que utilizar las dos ultimas ecuaciones que hemos escrito, y 
las dificultades de calculo son mucho mayores. Interpretation microscopical la fre- 
cuencia de resonancia de los osciladores microscopicas ya no es isotropa. Es como 
si hubiera 2 medios superpuestos. 

No vamos a abordar la especificacion de otros parametros de la onda (formulas 
de Fresnel, coeficientes de reflexion, etc.). Solamente vamos a comentar un resulta- 
do: si concebimos un medio uniaxico cuyo eje optico este en el piano de incidencia 
o sea perpendicular a el se cumple que una onda incidente polarizada linealmente 
segun la direction perpendicular da lugar a una onda refractada con polarization 
tambien perpendicular _L=^_L y ||=>||. Esta es una circunstancia especial en que 
ocurre lo mismo que en medios isotropos en cuanto a separation de componentes 
paralela y perpendicular. 

ELEMENTOS ANISOTROPOS 

Laminas retardadoras 

El proposito de estos dispositivos es cambiar la diferencia de fase entre dos 
ondas. Ya que en los medios anisotropos las dos ondas van a distinta velocidad, se 
producen desfases de una onda respecto a la otra. Una lamina retardadora puede 
ser una lamina planoparalela de un medio uniaxico. 


3 En un medio isotropo la superficie de vectores de onda tenia una sola hoja, de modo que solo habla un 
vector de onda que cumpliese las condiciones 
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Figura 9.6: Lamina planoparalela de anchura d. El eje optico es perpendicular al piano del 
papel. La incidencia es normal, segun el eje z. 


Para ver lo que pasa solo tenemos que caracterizar la propagacion y relacionar 
las amplitudes complejas de la onda incidente y de la emergente. Con el sistema 
de referenda de la Figura 9.6 se cumple 

k x = ky = 0 

Los dos posibles vectores de onda son 

k.0 — tig Uz 

c 

kg — rZg Uz 

c 

(si es J_ al e.o.). Ambos vectores de onda estan sobre el eje z. El campo electrico de 
la ordinaria vibra en el piano del papel (eje x) y el de la extraordinaria ortogonal a 
este (y). 

Para no tener que acudir a las formulas de Fresnel, nos apoyamos en que el 
medio es transparente y los coeficientes de transmision deben ser, por analogia al 
caso isotropo, proximos a 1 . Con esta aproximacion. 


■ la onda ordinaria estara excitada solo por la componente x de la onda inci¬ 
dente 

E x (z + d)= = e *od Ex 

■ la componente y excita la onda extraordinaria 

Ey (z + d) = Aye^+V-^ - e iked Ey (z) 


Esa misma relacion, en terminos de amplitudes es 

^ = e ik ° d A x (9.22) 

A' y = e tked Ay 

el cambio de fase es distinto para cada componente, en virtud de la anisotropia 
(k e 7 ^ k 0 ). A efectos de polarizacion podemos escribir las relaciones anteriores como 

A! x = A x (9.23) 

A'y = e iS Ay 
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donde S es la diferencia de fases entre las componentes de la onda emergente. 


S = (k e - k 0 ) d 



n 0 ) d 


y A es la longitud de onda en el vado. Una escritura matricial es 



1 0 

0 e id 



( 9 - 24 ) 


(9-25) 


la matriz se llama matriz de Jones de la lamina retardadora. Los ejes en los que la 
matriz de Jones es diagonal se llaman ejes de la lamina. Cuando la lamina se rota 
un angulo oc, entonces se utiliza R“ 1 PRRff, donde R^es la matriz de rotacion 

(3- 2 9) 

R( 0 ) = f cos 6 sin 0 
sinO cos 6 

Comentarios: 



■ La lamina cambia estados de polarizacion cambiando la fase relativa entre 
las dos componentes del campo. Es una forma comoda y sencilla de hacerlo, 
porque la luz ni siquiera se desvia. 

■ El desfase introducido depende del grosor de la lamina. 

■ El desfase introducido depende de la longitud de onda incidente. 

■ Si el campo electrico vibra en la direccion del eje optico, luz lineal se conver- 
tiria en luz lineal. Es decir, si la luz vibra segun uno de los ejes de la lamina, 
la lamina no cambia su estado de polarizacion , porque no hay dos componentes 
que desfasar. 

Las laminas de espesor variable se llaman compensadores y son muy utiles. Las 
laminas de espesor fijo son especificas de una longitud de onda. 

ejemplo Lamina cuarto de onda 

Dentro de las laminas de espesor fijo, vamos a estudiar la lamina cuarto de onda (o ^), 
que es aquella que introduce un desfase multiplo impar de zr /2 

<5 = (2m + 1) | 

con m € Z. Para ello 

, 2m + 1 A 
a — 

n e — «o 4 

en sus ejes, 

( 1 0 

V 0 ±i 

Una aplicacion es convertir luz linealmente polarizada en elipticamente polarizada, 
pero con la particularidad de que los ejes de la elipse de luz emergente coinciden con 
los ejes de la lamina. 


lineal ++ eliptica 


(cos 6\ 
\sin 6 ) 


’A" / cos 6 \ 
4 \±ism6j 


De este modo, sabemos como esta orientada la elipse. Si el azimut del haz incidente 
es 6 = tt/ 4 se obtiene luz circularmente polarizada. 
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Figura 9.7: Para la onda ordinaria se produce absorcion con la propagation. Si el espesor es 
suficiente el medio eliminara la onda ordinaria. La onda extraordinaria pasa sin 
sufrir absorcion. 


Como vemos, la lamina retardadora es capaz de transformar el estado de polari¬ 
zation de un haz incidente. No obstante,cuando incide directamente luz natural 
sobre dicha lamina retardadora, como el desfase en cualquier par de componentes 
es aleatorio, la introduction de una fase extra no cambia la aleatoriedad de la dife- 
rencia de fase y, por consiguiente, no hay efecto sobre la luz. Es por ello que estos 
elementos son efectivos unicamente con luz polarizada. 

Medios absorbentes; dicrotsmo; polaroides 

El objetivo es obtener luz polarizada. Pensemos en un medio anisotropo uniaxico 
(dos constantes dielectricas, e e y e 0 ). Podemos imaginar una situation en la cual 
una de estas constantes dielectricas fuera compleja para la frecuencia de interes. 
Entonces el medio seria absorbente para una de las ondas y transparente para la 
otra. Por ejemplo 


n 0 —> n 0 + VK 0 
n e —> n e 


con k 0 (to) ^ 0. 

Este fenomeno de absorcion selectiva recibe el nombre de dicroismo y los medios 
que producen este efecto se llaman dicroicos. Hay cristales naturales dicroicos, pero 
los materiales mas utilizados son laminas de alcoholes de polivinilo estiradas y 
dopadas con yodo. La ventaja es que se pueden construirse en tamanos arbitrarios. 
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Las ondas armonicas no son fisicamente realizables pues presentan una duracion 
temporal infinita. Por consiguiente, las ondas reales no son armonicas presentan 
varias frecuencias temporales. En este tema se aborda la generacion de paquetes 
de onda, que son superposicion de ondas planas de distintas frecuencias. En en el 
vacio, todas las ondas se propagan con la velocidad de la luz, independientemente 
de su frecuencia, por lo que los paquetes de onda no se deforman. Sin embargo, 
en los medios materiales hay una cierta dispersion, que hace que la velocidad para 
cada frecuencia sea distinta. Esto produce una distorsion de los paquetes de luz a 
medida que se propagan por los medios materiales. Dicho efecto es importante en 
aplicaciones tales como en transmision de informacion por fibras opticas, donde 
un ensanchamiento de los pulsos puede suponer una perdida de informacion. 


Indice 

10.1 Introduction. 144 

10.2 Propagacion de dos ondas planas en el vacio o un medio mate¬ 
rial de indice constante. 144 

10.2.1 Efecto Doppler. 145 

10.3 Propagacion de dos ondas planas en un medio dispersivo .... 146 

10.4 Paquete de ondas . 147 

10.3 Determination del espectro de un pulso de luz: amplitud de ca¬ 
da frecuencia. 148 

10.3.1 Ondas de duracion finita u ondas cuasi-monocromaticas 148 

10.3.2 Pulso exponencial . 130 

10.3.3 Pulso gaussiano. 131 

10.6 Propagacion de un paquete Gaussiano en el vacio. 131 

10.7 Paquete gaussiano propagandose en un medio dispersivo .... 152 

10.8 Vector de Poynting de una onda con distintas frecuencias tempo- 

rales . 134 


OBJETIVOS 

■ Describir la luz no armonica como superposicion de ondas armonicas. 

■ Calcular el espectro de una onda no armonica: paquete de ondas luz poli- 
cromatica. 

■ Calcular la velocidad de grupo que lleva un paquete de ondas. 

■ Calcular la energia que transporta un paquete de ondas. 


i43 


[ 7 de febrero de 2018 at 17:16 - classicthesis version 2017-2018.1 ] 
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INTRODUCTION 

Hasta ahora hemos trabajado casi exclusivamente con ondas armonicas planas. 
Sin embargo, este tipo de ondas, util por la sencillez de la soluciones, no es fisi- 
camente realizable. Por un lado la onda no puede ser espacialmente infinita, pues 
transportaria una energia infinita. El tratamiento de ondas espacialmente localiza- 
das lo abordaremos en el Capitulo 15 dedicado a la Difraccion. Por otro lado, las 
ondas no pueden ser puramente armonicas, pues suponen una duracion temporal 
infinita, es decir, se deberia haber creado en t = — 00 y finalizar en t = +00. Por 
consiguiente, si queremos realizar un tratamiento mas realista de la luz, debemos 
abordar el problema de las ondas no armonicas y no planas. Este tipo de ondas 
presentan mas de una frecuencia temporal. Afortunadamente, las ecuaciones de 
Maxwell son lineales, por lo que la superposicion de dos o mas ondas electro- 
magneticas tambien es solucion de las ecuaciones de Maxwell. Utilizaremos esta 
caracteristica, que permite obtener nuevas soluciones a partir de soluciones cono- 
cidas, para poder determinar el campo electrico propagado cuando las ondas no 
son armonicas. Para ello, el procedimiento a seguir es el siguiente: 

1. Descomponer el campo inicial en sus componentes espectrales, es decir en 
ondas armonicas. Sin perdida de generalidad, asumiremos que todas las com¬ 
ponentes son planas y se propagan en la misma direccion z. 

2. Asignar a cada componente espectral su indice de refraccion especlfico n(co) 
y, con ello, su propia velocidad de fase, Vf(co) = c/n(co). 

3. Propagar cada onda armonica segun la solucion que conocemos, E^z, t) = 
Eoexp[i(k(co)z — cot)], donde k(co) = n(co)ko = n(co)co/c. 

4. El campo electrico final es la combinacion lineal de todas las ondas monocro- 
maticas involucradas. 

En el presente Capitulo veremos, en primer lugar, el caso mas sencillo de una on¬ 
da no armonica, que es la composicion de dos ondas armonicas planas en el vacio. 
Veremos este mismo caso en un medio material dispersivo. Posteriormente, anali- 
zaremos el concepto de velocidad de grupo, que es la velocidad a la que se propaga 
la amplitud. Aprenderemos a descomponer un cierto paquete de ondas en ondas 
armonicas. Seguiremos, mediante un analisis del caso general de propagacion de 
un paquete de ondas arbitrario, analizado mediante la descomposicion en ondas 
armonicas. Como caso de mas interes, estudiaremos la propagacion de un paquete 
de ondas gaussiano, tanto en un medio no dispersivo como en un medio dispersivo. 
Finalizaremos el capitulo determinando la energia que se propaga con un pulso de 
luz. Sin perdida de gener alidad, en el presente capitulo asumimos que las ondas 
son planas y se propagan en la misma direccion de forma que g (r) = k • z. 

PROPAGACION DE DOS ONDAS PLANAS EN EL VACIO O UN MEDIO MATERIAL 
DE INDICE CONSTANTE 

Como primer ejemplo de un paquete de ondas consideraremos el mas sencillo 
posible, la superposicion de dos ondas monocromaticas planas de la misma ampli¬ 
tud y con frecuencias ligeramente diferentes, oo\ = Co — Aco /2 y C02 = co + Aco/ 2 , 
que se propagan en la direccion z por el vacio o un medio material de indice de re¬ 
fraccion constante n. Por simplicidad, la amplitud de las dos ondas es la misma, y 
tambien el estado de polarizacion. El campo en cualquier punto del espacio resulta 

E (z, t) = Eoe 1 '^ 12 -^ + E 0 e^ k2Z - W2t \ (10.1) 
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Figura 10.1: Desplazamiento de un paquete formado por dos ondas de frecuencias pareci- 
das. En este caso co\ = 1 , 0 (M 5 Hz y 002 = 1 , 1 (M 5 Hz respectivamente. El indice 
de refraction es n = 1 , 5 . 

Cuando el medio es no dispersivo, la relation entre k y to es k = nto/ c para todas 
las ondas. Entonces, el campo se puede escribir como 

E (z, f) = E 0 e^- AaV2 ) T + E 0 e''^ +Aa;/2)T , (10.2) 

donde r = nz/c — t. Haciendo factor comun y sabiendo que cos(x) = [exp{ix) + 
exp(-ix)]/ 2, esta onda se expresa como 

E (z,f) = 2 Eqcos elCVT • (10.3) 

Como podemos ver, la fase exp (tor) y la amplitud 2 Eqcos (Acut/ 2 ) varian con 
el tiempo de distinta forma. La velocidad de la fase y de la amplitud, es c/n en 
ambos casos, pero la frecuencia es to para la fase y Ato /2 para la amplitud. Esto 
significa que, al pasar el tiempo, el paquete de ondas se mueve en el espacio, pero 
tiene exactamente la misma forma, Figura 10.1. 

La superposicion de unicamente dos ondas con distinta frecuencia no produce 
un unico pulso de luz, sino una distribucion periodica de pulsos, puesto que la am¬ 
plitud varia de forma cosenoidal. Para generar un unico paquete necesitamos una 
distribucion continua de ondas armonicas planas, que veremos posteriormente. 

Si se calcula la intensidad (2.10) que tiene esta superposicion de dos ondas ar¬ 
monicas resulta 


I = |E (z, t )\ 2 = 4 |Eo| 2 cos 2 [(nz/c — f)Ao;/ 2 ]. (10.4) 

Es decir, para una cierta posicion z se observa un batido periodico en la intensidad 
de la luz cuya frecuencia no es la frecuencia de las ondas sino la diferencia de 
frecuencia. Esta tecnica, denominada deteccion de batidos o deteccion heterodina 
se utiliza para determinar la frecuencia de una onda conocida la frecuencia de otra. 
Si la diferencia de frecuencias es muy pequena es posible que este batido en la 
intensidad de la luz sea detectable mediante tecnicas convencionales. 

Efecto Doppler 

Se denomina efecto Doppler al cambio en la frecuencia de la luz (tambien de 
otra onda, como la del sonido) procedente de una fuente en movimiento relativo 
respecto al observador. El efecto Doppler se observa facilmente en el sonido de 
una sirena cuando pasa cerca de nosotros y esta relacionado a que cuando nos 
acercamos a la fuente el periodo de la serial observada varia respecto a la emitida. 
Por ejemplo, cuando estamos en un coche la cantidad de lluvia que cae en el 
parabrisas aumenta al aumentar la velocidad pues "nos acercamos" a la lluvia. 
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Figura 10.2: (a) Desplazamiento al rojo o al azul en funcion del movimiento relativo de la 
fuente al observador. (b) Deteccion heterodina cuando uno de los objetos se 
mueve. Se produce un efecto Doppler que modifica la frecuencia del haz refle- 
jado. Si se combinan ambos haces se produce batido de frecuencias observable 
con la electronica actual (MHz-GHz). 


Esto produce un menor tiempo en la llegada de gotas de agua (periodo) y por 
consiguiente un aumento de la frecuencia. 

Debido a que la luz es una onda electromagnetica cuya velocidad en el vacio 
es constante independientemente del movimiento de la fuente (teoria de la rela- 
tividad) su explicacion sale de esta asignatura. No obstante indicaremos que la 
frecuencia observada viene dada por la siguiente expresion 


wo = w e 


1 — V/c 
1 + v/c 


(10.5) 


donde cv 0 es la frecuencia observada, co e es la frecuencia emitida por la fuente, v 
es la velocidad de la fuente y c es la velocidad de la luz. La frecuencia observada 
sera mayor o menor a la emitida dependiendo si la fuente se acerca (corrimiento 
al azul) o se aleja (corrimiento al rojo), Figura 10.2a. Cuando la fuente se mueve a 
velocidad mucho menores a la velocidad de la luz 


OJq ~ 0J e 



(10.6) 


El desplazamiento Doppler se ha utilizado para la determinar el movimiento 
de objetos astronomicos distantes. Asimismo tiene diversas aplicaciones practicas. 
Mediante la combinacion de dos frecuencias, una de referencia y otra proveniente 
del reflejo sobre un objeto en movimiento es posible determinar su velocidad (y 
mediante integracion el desplazamiento) de un objeto respecto al sistema de refe¬ 
rencia. Este es el mecanismos del radar Doppler y del interferometro por deteccion 
heterodina, Figura 10.2b. 

Tambien existen dispositivos para producir una pequena variacion de la frecuen¬ 
cia de la onda, como moduladores acustoopticos y redes de difraccion en movi¬ 
miento, que hace que podamos tener dos haces con frecuencias ligeramente distin- 
tas. 


PRO PAG AC ION DE DOS ONDAS PLANAS EN UN MEDIO DISPERSIVO 

Veamos ahora el mismo ejemplo, pero donde los indices de refraccion para las 
dos ondas armonicas son n\ y ri2- Esto va a producir que el vector de ondas para 
las dos ondas sea k\ = n\W\!c y ^2 = ^2^2/^ respectivamente. Si escribimos 
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Figura 10.3: Desplazamiento de un paquete formado por dos ondas de frecuencias parecidas 
en un medio dispersivo. En este caso cv\ = 1,0(M 5 Hz y C02 = 1,10el 5 Hz 
respectivamente y el indice de refraction es n\ — 1,5 y — 1,53. Se muestra en 
rojo la position del maximo de la fase, que se desplaza respecto al maximo de la 
envolvente (amplitud), pues la amplitud y la fase no tienen la misma velocidad. 


k\ = k — Afc /2 y /c2 = /c + Afc/2 y utilizando el procedimiento anterior, se obtiene 
que la suma de las dos ondas produce un campo electrico de la forma 

E (r, t) = 2 E 0 cos(Afcz — Acv (10.7) 


Esto significa que ahora la amplitud y la fase se propagan de distinta forma, Figu¬ 
ra 10.3, 


Vf = cv/k, 
v g = Acv/ A k. 


(10.8) 


A la velocidad de la amplitud, se denomina velocidad de grupo. Si las dos fre¬ 
cuencias estan muy proximas entre si, podemos calcular la velocidad de grupo en 
funcion de la velocidad de fase 



d(kvf) 

dk 


= v f 


+ k 


d(Pf) 

dk 


Si queremos desarrollar esta ecuacion en funcion de las frecuencias 
f dk\~ l (d(cv/vf) \ -1 (\ d(l/v f )\ _1 

Vg ~{d^) ) -{v f +u ’^r) ' 

Luego analizaremos un poco mas este concepto de velocidad de grupo. 


(10.9) 


(10.10) 


PAQUETE DE ONDAS 

En el caso general, en lugar de 2 ondas tenemos una distribucion continua de 
ondas armonicas planas. Entonces la suma se convierte en una integral y el campo 
electrico formado por la superposicion, en representacion compleja, resulta (Figu¬ 
ra 10.4) 

/ CO 

Eo,a; (r) e^^-^dcv, (10.11) 

-00 

donde cada frecuencia cv tiene una amplitud Eq /CV (r) y una dependencia de la fase 
geo (r) distinta. El termino (r) representa distintas ondas armonicas propagan- 
dose en diferentes direcciones. Definiremos paquete de ondas al caso de superpo¬ 
sicion de ondas planas con distinta amplitud y frecuencia que se propagan en una 
misma direccion. Supondremos que esta direccion es z, por lo que =k co n z y la 
integral anterior se simplifica 


paquete de ondas 
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Figura 10.4: La suma de ondas armonicas de distintas frecuencias produce un paquete loca- 
lizado de energia finita. 


/ oo 

E 0 ^e^-^dcv, 

-OO 


(10.12) 


donde k w implica la existencia de una dependencia de k con co. Para el vacio, 
esta dependencia es sencilla, k w = cu/c. Para los medios materiales, resulta k w = 
n(co)co/c y la velocidad de grupo viene dada por 


v Q = 


ydg( r ) 

v dco 


(10.13) 


DETERMINACION DEL ESPECTRO DE UN PULSO DE LUZ! AMPLITUD DE CADA 
FRECUENCIA 


Si tenemos una amplitud inicial del campo para un cierto punto en el espacio 
z = 0 , E (z = 0 , t) podemos determinar la amplitud de cada una de las frecuencias 
armonicas. Para ello simplemente es necesario calcular la transformada inversa de 
Fourier del campo electrico 


Eq,o; = 


y/2n J- 


L 


E (2 = 0 , t) e xwt dt = JTF[E (2 = 0 , t)], 


(10.14) 


donde la transformada de Fourier inversa se hace sobre cada componente del cam¬ 
po. Como ejemplo mas sencillo, si tenemos una onda armonica plana, E (r, t) = 
Eoe'^-vot) r C on k = cvq / c , E (z = 0 , t) = Eoe~ lcVot . Para este caso, esta integral se 
reescribe como 


E(W = 


a /271 J- 


/ oo 

e i(w-w 0 )t dt = E 0 6(a>-a>o). 

-oo 


(10.15) 


Esto significa que una onda monocromatica solamente tiene una frecuencia en ojq, 
como ya sabiamos. 


Ondas de duration finita u ondas cuasi-monocromaticas 

Como hemos dicho anteriormente, no existen mecanismos de generacion de on¬ 
das puramente monocromaticas, puesto que esto implicaria que la onda tuviera 
una duracion infinita (la de los laseres, en terminos practicos se le parece mucho). 
Los procesos de generacion de ondas (en los atomos) tienen una duracion finita 
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t (s) le 14 ^ (Hz) 


Figura 10.5: Ejemplo de onda armonica de intervalo finito temporal y su descomposicion es- 
pectral. Este tipo de ondas ya no es una onda armonica propiamente dicha pues 
su espectro no es puntual. Si la anchura del pulso es A t, entonces la anchura 
espectral es Ao; = 2 n/At. 


muy corta, pero que normalmente generan una gran cantidad de periodos. El efec- 
to del tamano finito de las ondas hace que las ondas no sean monocromaticas, sino 
que exista una cierta dependencia con la frecuencia angular co. Veamos ahora cual 
es el efecto de considerar paquetes de onda de duracion finita. Supongamos que 
la onda en una cierta posicion z = 0 tiene una frecuencia espacial coq y la duracion 
de la onda es A t. Entonces la onda se puede describir como 


E (t) = E (z = 0 , f) = 


E 0 e-™ot _Af< t <Af 

0 resto 


(10.16) 


Esta onda se puede escribir, como la ecuacion (10.12), es decir, como superposi- 
cion de ondas armonicas planas. Para ello, tenemos que determinar la distribucion 
espectral, que se obtiene a partir de la transformada inversa de Fourier de la onda 


E 0,o; 


1 r°° 

/ E (t)e lcvt dt 
\/ 2 nAt J-oo 


VlnAt 


■/ 


e i(w-w 0 )t dt 


1 sin [(a; - a>o)Af/2] 
= t 0 - 


y/ 2 n (co — cvo)At /2 


(10.17) 


Como se observa en la Figura 10.5, la componente monocromatica que mas contri- 
buye a la onda es la que tiene frecuencia co = coq, pero debido a la finitud temporal 
de la onda se tienen tambien otras frecuencias. El primer nulo en las frecuencias, 
co\, ocurre cuando 


~(a>i — coo)At = 7 i. 


(l0.l8) 


Esto significa que cuanto mayor sea la longitud temporal de la onda menor sera 
la anchura espectral o ancho de banda. Si definimos A co = co\ — coq, entonces 
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Figura 10.6: Ejemplo de onda exponencialmente decreciente y espectro de potencias, con 
perfil Lorentziano. En este caso cvq = 310 15 Hz y 7 = 10 u Hz. No es un caso 
muy realista pues se producen muy pocas fluctuaciones antes de producirse el 
decaimiento del electron. 


la anchura espectral del primer pico, que contiene la mayor cantidad de energia 
resulta 

Au)= 2 ^. (10.19) 

Una buena medida del grado de monocromaticidad viene dado por Aco/coq (o 
mas habitualmente Av/v). Si Av/v <C 1 , la onda es cuasimonocromatica. Para 
frecuencias opticas, coq ~ 10 15 Hz, tiempos de pulsos de nanosegundos. At ~ 10 9 s, 
producen mas de 10 6 fluctuaciones del campo dentro del pulso. 


Pulso exponential 


Otro caso interesante es el pulso exponencial, motivado por el modelo de Lorentz 
de como un dipolo pierde energia (4.16), Figura 10.6, 

r (t) = r 0 e~ 7 t/ 2 e ~ ia?ot , (10.20) 


donde 7 es el tiempo de decaimiento. En este caso, y considerando que r oscila 
en la direccion del eje x y observamos en la direccion z nos proporciona el campo 
electrico 

E(z = 0 ,t) — CV °y r ° e~^ / 2 +lcVo ^u x = E 0 u x e~ 7 t/ 2 e~ lcVot . (10.21) 

c z z 

Utilizando (10.14) la distribucion de frecuencias resulta 


E 


CO 


EoU x 

7/2 — i(cv — (v 0 ) ’ 


(10.22) 


En este caso, la densidad de energia espectral, esto es, la cantidad de energia elec- 
tromagnetica por unidad espectral que llega por unidad de superficie 


J(u>) - e 0 c\E „\ 2 - JK) 1 + 4 ^_ Wo y hl • 


(10.23) 


Este tipo de distribucion espectral se denomina perfil Lorentziano y es muy tipico 
de espectros de emision atomicos, Figura 10.6b. Aqui se observa que la frecuencia 
de decaimiento 7 produce un ensanchamiento espectral de la linea. Cuanto mayor 
es la frecuencia de decaimiento, menor es la anchura de la linea espectral. 
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Figura 10.7: Ejemplo de onda exponencialmente decreciente y espectro de potencias, con 
perfil Gaussiano. En este caso cvq = 310 15 Hz y 7 = 10 u Hz. No es un caso 
muy realista pues se producen muy pocas fluctuaciones antes de producirse el 
decaimiento del electron. 


Pulso gaussiano 


El pulso tipo almena anteriormente descrito tiene el problema de que es discon- 
tinuo en el campo, lo cual no es la forma en la que normalmente se generan los 
pulsos de luz. Suele ser mas realista un pulso con variacion continua, como es el 
pulso Gaussiano, descrito por una distribucion de frecuencias, Figura 10.7 


Ecw = Ec 


yJlnAcv 


exp 


(a;-wo) 2 


2 A co 2 


El factor 1 / ( \/ 2 nAco ) es un factor de normalizacion de forma que 


a/^TTAi 


rcAco J 


exp 


(w - Wp) 

2 Aw 2 


21 


dco = 1. 


(10.24) 


(10.25) 


Esta distribucion de amplitud tiene un valor maximo en la frecuencia central coq 
y una anchura A to. Para frecuencias \co — coq\ A 00, la amplitud es nula. 


PRO PAG AC ION DE UN PAQUETE GAUSSIANO EN EL VACIO 


Ahora que sabemos como determinar la distribucion espectral de un paquete de 
ondas, podemos determinar cual es su propagacion. El siguiente paso es propagar 
cada una de las ondas armonicas en el espacio. Para el caso de un paquete de 
ondas gaussiano anteriormente descrito, la propagacion del paquete de ondas en 
el espacio (10.12) resulta 


E (z, t) 




(w - Wq ) 2 

2 Aw 2 


e i(zn/c-t)w d(V ' 


(10.26) 


Esta integral se resuelve segun 



e~( ax2+bx+c )dx = 



(10.27) 


obteniendose, Figura 10.8, 


E (z, t) = Eq exp 


(. zn/c — t) 2 ' 
2 /A (v 2 


e i(zn/c-t)cv 0 


(10.28) 
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Figura 10.8: Propagation de un paquete Gaussiano en el vatio. El paquete se mantiene exac- 
tamente como estaba. 


El termino constante da cuenta de la normalization del campo. En este caso, al 
igual que cuando sumamos dos ondas armonicas planas en el vatio, la velocidad 
de grupo coincide exactamente con la velocidad de fase. Esta ecuacion es muy 
interesante pues indica que la anchura del paquete temporal es inversamente pro¬ 
portional a la anchura del paquete en frecuencias. At = 1 /Aco. Esto quiere decir 
que cuando queremos paquetes muy estrechos necesitamos fuentes de luz muy 
policromaticas. Se pueden generar paquetes de luz con una o muy pocas oscila- 
ciones a partir de laseres de femtosegundos, siendo el espectro muy ancho. Por 
el contrario, si queremos paquetes de luz con muchas oscilaciones, necesitamos 
fuentes de luz muy monocromaticas, como los laseres de helio-neon estabilizados 
en frecuencia. 


PAQUETE GAUSSIANO PROPAGANDOSE EN UN MEDIO DISPERSIVO 


Para estudiar la propagation de un paquete de ondas en un medio dispersivo 
partimos de la misma ecuacion que para el caso no dispersivo (10.26), 


E(z, t) = 


\/2tzAco 


POO 

(co-co 0 ) 2 ~ 

1 

8 

2 Aco 2 


e i(zn(w)/c-t)w dcVr 


(10.29) 


pero ahora el indice de refraction presenta una cierta dispersion con la frecuencia 
n( to). Esta relation se puede aproximar por la ec. de Cauchy (7.38) o Sellmeier 
(7.37), aunque analizando la forma del indice de refraction, Figura 10.9, cuando el 
espectro no es demasiado ancho se puede aproximar de forma sencilla como 


n(cv) = no + ti\oo. 


(10.30) 
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Figura 10.9: Indice de refraccion para el silicio. 


Tengase en cuenta que n\ tiene unidades de tiempo. En este caso, las exponenciales 
solamente tienen terminos lineales y cuadraticos y la integral se puede resolver 
mediante (10.27), resultando 


E (z, t) 


1 


Eo 



^0 

2 Acu 


(?+^-«) 2 

4(-jL + S ?\) 


(10.31) 


En esta forma no podemos decir gran cosa excepto que la onda deja de ser plana, 
puesto que el desfase deja de ser lineal con z. 

Mas interesante todavia es determinar la intensidad, I(z, f) = |E(z, t )\ 2 que 
resulta 


|Eo| 2 

P 'Y 

[z (n 0 + 2n 1 co 0 ) /c - t 

2 

. - cxy 

V 1 + (“‘f ‘ 2 ) 2 

1 

Aco 2 

^ ^2Aa; 2 ftiZ^ 2 



La anchura del haz. 


(10.32) 


U)(z) = 1 + ( 2 Ao; 2 ftiZ/c) 2 /Acu, (10.33) 

depende de la posicion y para distancias mayores que z* c/ (2Acu 2 ni) esta an¬ 
chura aumenta de forma aproximadamente lineal. Un ejemplo de ensanchamiento 
se muestra en la Figura 10.10. 

Si se calcula de forma rigurosa, introduciendo la expresion de Cauchy o Sell- 
meier para el y no con (io.32)Ademas del ensanchamiento, se produce un retraso, 
. Este retraso es debido a que la forma del Indice de refraccion no es lineal con la 
frecuencia, sino que tiene una dispersion mas compleja (ecuacion de Cauchy, Sell- 
meier). Este retraso se muestra en la Figura 10.10 donde se ha ubicado una linea 
roja donde deberia estar el pulso si se calcula a traves de z s = ct/riQ, donde no es 
el indice de refraccion para el centro del espectro gaussiano. Para poder analizarlo 
habria que considerar una dependencia mas compleja del indice de refraccion (por 
ejemplo cuadratica), pero la integral no seria resoluble "de forma tan sencilla". 
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Figura 10.10: Ensanchamiento de la envolvente de un pulso gaussiano centrado en A = 
600 nm y A A = 25 nm. A1 propagarse el pulso se ensancha y reduce su inten- 
sidad pues la energia se conserva. Tambien se produce un ligero retraso no 
predicho por (10.32). 


El ensanchamiento de los pulsos de luz es bastante perjudicial a la hora de 
propagar informacion a traves de un medio material, como es una fibra optica, 
pues los pulsos de luz (paquetes de ondas) se pueden solapar y asi perder la 
informacion, como se esquematiza en la Figura 10.11. 


VECTOR DE POYNTING DE UNA ONDA CON DISTINTAS FRECUENCIAS TEMPO- 
RALES 


Veamos ahora como se propaga la energia del paquete de ondas. Si tenemos el 
campo electrico 

E(r,f) = f-00 exp[z(fcz — cot)\dco, (10.34) 

la induccion magnetica de cada una de las frecuencias, E^ exp [i(kz — ait)] se puede 
calcular a traves del producto vectorial con k 


B 


CO 


1 

-kAE^ 

CO 


(10.35) 


resultando 

B (r, t) = fZ exp (i [g w (r) - cot ]) dco, (10.36) 

donde E^ y B w son las amplitudes de cada una de las ondas. 

Veamos ahora cual es la distribucion de energias, es decir, el vector de Poyn- 
ting asociado a este tipo de ondas. Segun hemos definido el vector de Poynting 
(S) (r, t ) = 2^3? {E (r, t) A B* (r, t)} necesitamos ahora resolver dos integrales. Pa¬ 
ra ello, cambiamos la variable de integracion en una de ellas co co' 


(S) (r , f ) = ^S 



_ (10.37) 
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Pulse 



Distance along fiber 
(b) 


Figura 10.11: Efecto del ensanchamiento de pulsos en la frecuencia maxima de datos. a) 
pulsos bien resueltos antes de la propagation por el material, b) solapamiento 
de pulsos a la salida. 


Juntando terminos similares, la integral se puede simplificar (o complicar) de la 
siguiente forma 


(S) (r,f) = d-SR |y J°° (E w A J . (10.38) 

Esta integral es fuertemente fluctuante excepto cuando co = co'. Cuando co es 
distinto de a/ el promedio temporal es 0 por lo que solamente nos quedan los 
terminos con co = co'. Por consiguiente, la intensidad es la suma de las intensidades 
para cada frecuencia temporal y la integral doble se simplifica a una sencilla 1 

< S! > = ^{/ (Eo, AB^)rfo;|. (10.39) 


vector de Poynting 
para ondas 
policromaticas 


Esto significa que el promedio temporal de vector de Poynting de una onda no 
armonica se obtiene como suma de los vectores de Poynting para cada una de las 
frecuencias que tiene la onda 


r 

<S>= / 

J —c 


(So,) dev. 


(10.40) 


Este resultado es de gran importancia, pues queda validado el uso de ondas mo- 
nocromaticas para el calculo del vector de Poynting. Cuando tenemos luz policro- 
matica, la energia que transporta es igual a la suma que transporta cada una de las 
frecuencias individuals. 


1 si quisieramos detectar fluctuaciones temporales, como en el caso del efecto Doppler, seccion 10.2.1, no 
podemos simplificar la integral 
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INTERFERENCIAS: FUNDAMENTOS 



Se estudiara el fenomeno de las interferencias, asi como las condiciones que de- 
ben cumplirse para que tengan lugar. Las interferencias deberian ser un fenomeno 
muy comun: las ecuaciones de Maxwell son lineales en los campos mientras que 
el promedio temporal del vector de Poynting, la magnitud observable y medible, 
es una funcion cuadratica de ellos. Sin embargo, su observacion, en la practica, 
requiere unas condiciones restrictivas que nos llevaran a la conclusion de que la 
mejor forma de producir interferencias es generar fuentes virtuales a partir de una 


unica fuente luminosa coherente. 

Indice 

11.1 Interferencias de las ondas electromagneticas. 160 

11.2 Interferencias entre dos ondas armonicas planas. 163 

11.2.1 Condiciones para la interferencia . 163 


OBJETIVOS 

■ Conocer las condiciones con las cuales se producen las interferencias. 

REFERENCIAS GENERALES! 

■ Born M., Wolf E., "Principles of Optics: electromagnetic theory of propaga¬ 
tion, interference and diffraction of light", Cambridge University Press (1999). 

■ Hariharan P. "Optical interferometry". Academic Press (2003). 

■ Hariharan P. "Basics of interferometry". Academic Press (2010). 

■ Malacara, Z., Servm, M. "Interferogram analysis for optical testing", CRC 
press (2010). 



Figura 11.1: Casos en los cuales el efecto interferencial es observable de forma sencilla. (a) 
Colores en las pompas de jabon. (b) Colores en aceite sobre agua. (c) Colores en 
las alas de la mariposa. 


159 
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INTERFERENCIAS DE LAS ONDAS ELECTROMAGNETICAS 

Las interferencias estan relacionadas con el fenomeno ondulatorio. Existen nume- 
rosos ejemplos en la Fisica donde aparecen interferencias (no confundir con el rui- 
do) como pueden ser las ondulaciones de una cuerda, las vibraciones de sonido o 
las ondas en el mar. En Optica, los fenomenos interferenciales, aunque presentes 
en la naturaleza, no son observables de forma tan sencilla. Por ejemplo, si tenemos 
dos lamparas en el techo cuyas intensidades son I\ e I2 respectivamente, la intensi- 
dad total resulta ser la suma de las intensidades, I = l\ + 12 - Existen, no obstante, 
situaciones conocidas las cuales se puede interpretar como un fenomeno interfe- 
rencial, como pueden ser los colores que aparecen las pompas de jabon o en las 
alas de mariposa, cuando se echa una capa fina de aceite sobre agua 1 , Figura 11.1. 

En la Figura 11.2 se muestra la esencia del fenomeno interferencial. Tenemos 
dos ondas esfericas escalares, ubicadas en distintas posiciones ri = {—d/2 ,0,0) y 
r 2 = {d/ 2 , 0 , 0 ). Estos campos estan representados por 

Ml = t——— r e !k ( r_r i), u 2 = 7———-e ! ' k ( r_r2 ). (11.1) 

| r — ri | | r — r 21 

Cada una de las fuentes genera un campo, a una distancia z representado en las 
Figuras 11.2a y b. Si sumamos las intensidades, I = \u \\ 2 + 1 1^2 1 / de cada una de 
las ondas obtenemos la Figura 11.2c. Sin embargo, si sumamos las amplitudes de 
los campos y luego calculamos la intensidad como el valor absoluto al cuadrado, 
(11.5), I = \u1-\-u2\ aparecen una serie de franjas perpendiculares a la direccion 
de las fuentes. 

Las condiciones para que se produzca la interferencia optica son relativamen- 
te restrictivas. En parte, es debido a que estamos tratando con ondas vectoriales 
transversales. Las ecuaciones de Maxwell son lineales en los campos electricos y 
magneticos. Si tenemos dos campos electromagneticos Ei,Bi y E2,B2 que son so- 
luciones de las ecuaciones de Maxwell, entonces los campos suma E = Ei + E 2 , 
B = Bi + B2 tambien es una solucion de las ecuaciones de Maxwell, ya que estas 
son lineales en los campos. Sin embargo, el campo no es un fenomeno observable, 
sino la irradiancia. Hemos visto en el Capitulo 3 que el promedio temporal del 
vector de Poynting para ondas armonicas resulta (2.7) 

(S) (r, t) = =L SR {E (r, t) A B* (r, t )} . (11.2) 

Tambien hemos relacionado el vector de Poynting con la la irradiancia (2.9) 

Irradiancia = (S) • n. (11.3) 

Para el caso de una onda armonica plana, el promedio temporal del vector de 
Poynting (2.8), 

( s ) = \\fz~ i e °i 2 ( 114 ) 

2 V Fo 

Entonces definimos la intensidad como (11.7) 

Intensidad = |E 0 | , (11.5) 

que es proporcional a la irradiancia. Estas ecuaciones no son equivalentes pues 
(11.4) solo es valida cuando la suma de las dos ondas continua siendo una onda 
armonica plana. No obstante, normalmente utilizaremos (11.3) por ser mas sencilla 

1 info sobre interferencia en capas finas http://en.wikipedia.org/wiki/Thin-film_interference 
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Figura 11.2: Linea superior. Intensidad generada por cada una de las fuentes, \ui \ 2 y \u2\ 2 . 

Linea central. Suma de las intensidades generada por cada una de las fuentes 
\ u i\ + \ u i\ / donde no hay termino interferencial e intensidad total generada 
por el termino total | u\ + U2 | . Linea inferior. Parte real del campo producido 
por dos ondas esfericas ligeramente separadas entre si Re{ui} y Re{u2}. 
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y es valida cuando los angulos involucrados en las ondas no son excesivamente 
grandes. 2 

Aunque el fenomeno de las interferencias se puede obtener con fuentes de luz 
clasicas, e incluso con luz policromatica, en el laboratorio las interferencias se sue- 
len obtener de una forma sencilla mediante el uso de fuentes monocromaticas y 
coherentes 3 , como lineas espectrales o un laser 4 5 . 

En un primer lugar, Seccion 11.2, analizaremos las condiciones por las que una 
fuente luminosa puede producir interferencias. La aparicion de las interferencias 
esta relacionado con las propiedades de la fuente luminosa. Se requiere que los 
dos haces sea coherentes, tengan la misma longitud de onda, los estados de polari- 
zacion no deben ser ortogonales y, para maximizar las interferencias, la amplitud 
de las ondas debe ser similar. Para que dos fuentes tengan las mismas propiedades, 
la mejor forma es que provengan de una unica fuente de luz, en forma de fuentes 
virtuales. Existen diversas formas para generar fuentes virtuales. El primer meto- 
do, denominado division del frente de onda, Seccion 12.1, consiste en dividir el 
haz incidente en dos partes, cada una de las cuales se trata como un haz indepen- 
diente. Esto sucede, por ejemplo, haciendo pasar el haz original por dos aperturas 
separadas una cierta distancia o por un biprisma que modifica de forma distinta 
la trayectoria de cada una de las partes del haz. Otra forma de generar fuentes 
virtuales es dividir el haz mediante superficies parcialmente reflectantes de forma 
que parte de la luz se refleja y parte se transmite, Seccion 17.1. Tambien, mediante 
reflexiones multiples se pueden generar muchas fuentes virtuales, Seccion ??, que 
todas interfieren entre si. Esto produce un reforzamiento de las interferencias. 

aplicaciones de las interferencias Las interferencias son de gran im- 
portancia tecnologica pues es uno de los metodos mas sensibles para gran detectar 
cantidad de magnitudes fisicas 3 . Tiene el inconveniente de que se requiere una 
cierta estabilidad mecanica y control ambiental para evitar variaciones de la tem- 
peratura, etc. pero muchas veces es la unica tecnica con la resolucion requerida. 
Algunas de las aplicaciones mas relevantes son: 

■ Medida de distancias 

■ Determinacion de la calidad superficial 

■ Medida de espesores 

■ Medida del indice de refraccion 

■ Recubrimientos antirreflectantes 

■ Holografia 

■ Espectroscopia 

■ Medidas estelares: tamanos de estrellas lejanas 

Algunas de estas aplicaciones se analizan en detalle en la asignatura "Laseres y 
Metrologia Optica" del Master en Nuevas Tecnologias Electronicas y Fotonicas. 


2 un analisis riguroso entre las diferencias se encuentra en la Seccion 12.4. 

3 veremos con detalle el concepto de coherencia en el Capltulo 16 

4 http://en.wikipedia.org/wiki/Laser 

5 http://en.wikipedia.org/wiki/Interferometry 
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INTERFERENCIAS ENTRE DOS ONDAS ARMONICAS PLANAS 

Como hemos visto, el efecto de las interferencias surgen directamente del hecho 
que las ecuaciones de Maxwell son lineales en los campos electrico y magnetico. 

Supongamos que Ei y E2 son soluciones, entonces Ei + E2 tambien es una solucion. 

Como parametro observable calcularemos la intensidad (11.3), al ser mas sencillo. 

Un analisis mas riguroso requiere del calculo del promedio temporal del vector de 
Poynting, que se realiza en el Complemento 12.4. Los resultados son muy similares 
cuando los angulos entre los haces son pequenos. Para la intensidad obtenida por 
la suma dos ondas tenemos 

1 = (|E! + E 2 | 2 ), (11.6) 

donde (•) representa un promedio temporal. Desarrollando el cuadrado resulta 2 Re (a) = a +a* 

I = ((E 1 + E 2 )(E 1 + E 2 )*> = (E 1 EJ) + (E 2 E^) + (E 1 E| + E 2 E^) (11.7) 

= (|E 1 | 2 ) + (|E 2 | 2 )+ 2 (R e (E 1 E^)). 

Si no existiera el tercer termino, entonces la intensidad total seria la suma de las 
intensidades, I = I\ + I2, que es lo que normalmente observamos en la naturaleza. 

Es por ello que el fenomeno interferencial ocurre cuando 2 (Re (EiE 2 )) 7^ 0 . Para 
analizar este termino, supongamos dos ondas armonicas planas con distinta am- 
plitud, frecuencia, direccion de propagacion y fase, Ei (r ,t) = E 0/ iC^ kir_a; P+^i) y 
E2 (r ,t) = E 0/2 ^ (k2r_a;2 ^^ 2) . Considerando (11.7) la intensidad resulta 

I — |E 04 | 2 ^cos 2 (kir -Wit + (pi)^ + |E 0/2 | 2 (|cos 2 (k 2 r- co 2 t + <p 2 )^ (n-8) 

+ 2 Re (E 0/1 Eq /2 ) (cos (k a r - 0o\t + (pi) cos (k 2 r - co 2 t + <p 2 )) ■ 

El promedio temporal de la funcion cos 2 es igual a 1 / 2 , por lo que se puede escribir 
como 

|E |2 ijg |2 

i = y + 2 + 2Re ( e oi e o, 2) ( cos ( kir “ Wxt + ^ cos ( k2r “ ^ + ^ • 

(n-9) 


Condiciones para la interferencia 

El ultimo termino de (11.9) se puede desarrollar expandiendo la multiplicacion 
de cosenos, cos a cos b = 2 cos(a + b ) cos(a — b), 

2(Rc(E 1 E|)> = Re (E 0/ iEq 2 ) (cos[(k 2 — kj)r + (</> 2 — (pi) — (co 2 — a>i)f]) 

+ Re (Eo,iES /2 ) (cos[(ki + k2)r + (fc + (pi) — (0J2 + w\)i\). 

El segundo termino, tiene una frecuencia temporal co\ + a>2 muy alta, por lo que 
el promedio temporal sera nulo. Por consiguiente, 

2 (Re (E!E|)) « Re (E 0/ iE^ 2 ) (cos[(k 2 - k x )r + ( (p 2 - (pi) - (cv 2 - 

Para que se produzca el fenomeno interferencial este termino no puede ser nulo, 
lo que ocurre cuando se cumplen simultaneamente la siguientes condiciones: 

monocromaticidad Cuando existe una cierta dependencia temporal el prome¬ 
dio se hace nulo. El caso optimo para producir interferencias es cvi = ce>2- No 
obstante, cuando la diferencia de frecuencias es muy pequena, Aco < 1 GHz, 
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Figura 11.3: Interferencias entre dos ondas planas donde cambia el angulo entre los vectores 
ki y k2. Cuanto mayor es el angulo, las franjas tienen un menor periodo. 


se pueden observar las interferencias con un batido temporal, como en el 
efecto Doppler 6 . 

no-ortogonalidad Veamos ahora el termino de amplitudes E04 • Eq 2 - Para ob¬ 
servar la interferencia en las mejores condiciones ambas ondas deben tener 
el mismo estado de polarizacion. Supongamos que estamos en polarizacion 
lineal, E 0/ i = Eo,i u e,i y Eo,2 = Eo,2Ue,2- La amplitud resulta E 0/ i • Eq 2 = 
E 0 ,iE q 2 cos[(p2 ~ (p\), siendo (pi y (p2 las direcciones de polarizacion de ambas 
ondas. Esto significa que para que exista el termino interferencial los cam- 
pos electricos, al menos, no deben ser perpendiculares entre si. La maxima 
interferencia ocurre cuando los vectores de polarizacion son paralelos. 

coherencia El termino (p2 — (pi representa la diferencia entre los desfases inicia- 
les de las ondas. Este termino debe mantenerse constante. Sin embargo, la 
fase suele depender fuertemente de la coherencia temporal de la fuente que 
genera la onda, (p2(t) — pues la luz esta producida por fenomenos ato- 

micos con un cierto tiempo caracteristico. Para que este termino no dependa 
del tiempo, es necesario que las fuentes luminosas sean lo mas coherentes po- 
sibles, como los haces laser de fuentes estabilizadas. El tiempo de coherencia 
St debe ser mayor que el tiempo en el que la luz pasa en la zonas de interfe¬ 
rencias, r <C St. Este aspecto lo veremos en el Capitulo 16 "coherencia". 

amplitud El fenomeno de las interferencias se ve favorecido si las ondas tienen 
aproximadamente la misma amplitud. 

La condicion de maxima interferencia, fuentes monocromaticas con el mismo es¬ 
tado de polarizacion y coherentes, la distribucion de intensidad coincide con el 
modelo escalar de interferencias, Figura 11.3. 


I — h + I 2 2 y/lih. cos [(Mi — k2)r] . 


(11.11) 


Aparecen maximos de intensidad en aquellas posiciones donde 5 = (ki — k2)r = 
Inn y mmirnos de interferencias donde 5 = (2 n + 1 )n, es decir, los maximos 
aparecen cuando cos <5 = 1 y mmirnos cuando cos <5 = —1, Figura 11.3. 

6 No es siempre necesario utilizar una unica fuente: se pueden realizar interferencias con dos laseres 
distintos siempre que A co sea suficientemente pequeno para entre en las frecuencias detectables. Por 
otro lado, en la interferometria heterodina se utiliza un iman para obtener dos frecuencias ligeramente 
distintas por efecto Zeeman. 
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11.2 INTERFERENCES ENTRE DOS ONDAS ARMONICAS PLANAS 


Un parametro para medir la calidad de las interferencias es la visibilidad, V , 


V = 


Imax Imin 
Imax Imin 


( 11 . 12 ) 


que vale V = 1 cuando I m j n = 0 y vale V = 0 cuando no hay modulacion, es decir 
cuando l m [ n — I ma x • En el caso de dos ondas armonicas planas (11.11) tenemos que 
la maxima intensidad es I max = h + h + 1 \/I\I 2 y la intensidad minima l m [ n = 
h + h ~ 2 Vhh y como consecuencia la visibilidad resulta 


2y/hh 

h+h' 

Si ambas ondas tienen la misma intensidad I 2 = I\, entonces 


(n.13) 


I = kcos 2 { 6 / 2 ), 


(11.14) 


por lo que la intensidad minima se hace nula. Entonces, la visibilidad es V = 1 y 
estamos en condiciones de maxima interferencia. 

Como conclusion respecto a las condiciones de interferencias anteriormente des- 
critas (monocromaticidad, coherencia, polarizacion y amplitud) resulta que la me- 
jor forma de obtener interferencias es cuando las dos (o mas) fuentes son la misma. 
Esto significa que se debe dividir la onda en varias. Hay varias posibilidades co¬ 
mo las division del frente de ondas, Figura 11.4, utilizando un trozo de la onda 
original para hacerlas interferir. En esta disposicion los interferometros mas tipi- 
cos son el interferometro con biprisma de Fresnel y el interferometro de la doble 
rendija de Young. Tambien se puede dividir la amplitud mediante el fenomeno de 
reflexion-refraccion obteniendo con un divisor de haz, preferentemente, dos haces 
con igual amplitud (T = R = 0 , 5 ). Los interferometros mas representativos son 
la lamina plano-paralela y el interferometro de Michelson. Finalmente se pueden 
conseguir interferencias con multiples reflexiones utilizando dos superficies par- 
cialmente reflectantes y haciendo que los haces se reflejen varias veces sobre ellos. 
El interferometro tipico que utiliza esta tecnica es el de Fabry-Perot. 


CONCLUSIONES 

■ Parece que las interferencias debieran ser un fenomeno comun en la natura- 
leza, pero no es facilmente observable. Se deben cumplir una serie de restric- 
ciones, como la monocromaticidad, polarizacion no transversal y coherencia 
entre las ondas, que no se obtienen facilmente. 

■ Para hacer optimos estos parametros es necesario que la luz de los dos haces 
provenga de la misma fuente. Existen varios metodos obtener fuentes dos 
fuentes virtuales a partir de una, como la division del frente de ondas y la 
division de la amplitud. 

■ La distribucion de intensidad en la figura interferencial se puede calcular mi- 
diendo el camino optico entre las fuentes virtuales y el punto de observacion. 


ECUACIONES PRINCIPALES 

- 1= (|E 1 + E 2 | 2 ) = (|E 1 | 2 ) + (|E 2 | 2 )+2(Re(E 1 E*)) 

- I = h + I 2 + 2 Vhh cos [(k x - k 2 )r] 
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Figura 11.4: Distintas formas de obtener las interferencias (a) Division del frente de ondas. 
(b) Division de la amplitud. (c) Interferencias multiples. 


■ V = 


Imax I min 

Imax+Imin 
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INTERFERENCIAS POR DIVISI6N DEL FRENTE DE ONDAS 



Se estudiaran una forma de generar dos fuentes virtuales mediante la division 
del frente de ondas. Se analizaran con detalle algunos dispositivos clave relacio- 
nados con este fenomeno como son el biprisma de Fresnel 1 y la doble rendija de 


Young. 

Indice 

12.1 Introduccion. 167 

12.2 Biprisma de Fresnel. 167 

12.3 Experimento de la doble rendija de Young. 171 

12.4 Calculo riguroso de las interferencias en el biprisma de Fresnel 172 

12.3 Otros tipos de interferometros de division del frente de ondas . 174 

12.3.1 Espejo de Fresnel. 174 

12.3.2 Espejo de Lloyd. 174 


OBJETIVOS 

■ Comprender las interferencias por division del frente de ondas, asi como los 
distintos interferometros basados en ellas: el biprisma de Fresnel, el experi¬ 
mento de la doble rendija de Young, para ondas planas y fuentes puntuales. 


■ Conocer algunas aplicaciones tecnologicas en las cuales se utilizan los inter¬ 
ferometros. 


INTRODUCCION 

En las interferencias por division del frente de ondas, se obtienen dos haces a 
partir de tomar dos trozos de una misma onda y reconducirlos para que haya una 
zona del espacio donde coincidan. Esto se puede de hacer de varias formas utili- 
zando prismas (interferometro con biprisma de Fresnel), espejos (interferometros 
con espejo de Fresnel y con espejo de Lloyd). El famoso experimento de la doble 
rendija de Young 2 tambien entra en este tipo de interferometros, donde se utilizan 
dos pequenos agujeros y las ondas resultantes de cada agujero, por difraccion, se 
aproximan a ondas esfericas. Por motivos docentes, lo analizaremos en los capitu- 
los de difraccion y de coherencia (13 y 16). 


BIPRISMA DE FRESNEL 

Una forma eficiente de tener dos fuentes virtuales provenientes de la misma 
fuente, con un cierto angulo entre ellas, es el biprisma de Fresnel, que se muestra 
en la Figura 12.1. El biprisma de Fresnel consta de dos prismas de un angulo /5 
muy pequeno. 


167 
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Figura 12.1: Esquema del biprisma de Fresnel con un haz piano incidente y proceso de 
obtendon de franjas. 


Biprisma con onda armonica plana 

Supongamos que sobre el biprisma incide una onda armonica plana, en inciden- 
cia normal. Esta onda tiene un cierto estado de polarizacion Eg. Parte de la luz es 
refractada por el prisma superior y parte de la luz es refractada por el biprisma 
inferior. Los angulos 6 y — 6 con los cuales se refractan los haces se puede calcular 
a partir de la ley de Snell, 0 ~ (n — l)/ 3 . Normalmente el angulo 6 es muy peque- 
no. Debido al tamano finito del biprisma, las ondas dejan de ser completamente 
planas, pero obviaremos este aspecto, que no afecta a nuestros calculos. En la parte 
superior tenemos una onda "cuasL'plana cuyo vector de ondas resulta (8.1) 

ki = k (— sin0,0,cos0), (12.1) 

mientras que en la parte inferior tenemos otra onda "cuasi"plana cuyo vector de 
ondas resulta 

k 2 = k (sin 0 , 0, cos 0 ) . (12.2) 

Supongamos que el campo electrico es perpendicular al piano de incidencia. En- 
tonces los dos campos electricos son paralelos entre si. Si, ademas, asumimos que 
las amplitudes de los dos campos son iguales, Ei = E2 = E 0 , la suma de los dos 
campos electricos resulta 

E = E 0 e ! ( kir -^ + E 0 ^ k2r - a,f ). (12.3) 

Por consiguiente, utilizando las definiciones de ki y k2, (12.1) y (12.2), el campo 
total resulta 

E = 2 E o e I ' (fccos02 “ a;t) cos (fcsinflx), (12.4) 

y la intensidad 

I = 4 |Eg | 2 cos 2 (fcsinflx). ( 12 -5) 

Otra caracteristica importante es que el maximo de intensidad es I max = 4 Jg, 
4 veces superior a la distribucion de una onda armonica plana. No obstante, si 
realizamos el promedio espacial de la intensidad 

/ I(x)dx = 4Ig / cos 1 (k sin Ox) dx = 2Ig, ( 12 . 6 ) 


1 informacion sobre interferometros: http://en.wikipedia.org/wiki/Interferometer 

2 http://en.wikipedia.org/wiki/Thomas_Young_(scientist) 
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12.2 BIPRISMA DE FRESNEL 



/-D-/ 

Figura 12.2: Biprisma de Fresnel con fuente puntual. Representation de las fuentes virtuales. 


pues estamos sumando dos ondas cuya intensidad es Iq 
Veamos algunas consecuencias de este resultado. 

■ En primer lugar, aparece una distribution espacial de intensidad con fluctua- 
ciones en el eje x, es decir, aparecen franjas paralelas al eje de propagation. 

■ El periodo de las franjas resulta p = A/ sin 0 . Controlando el angulo de incli¬ 
nation se puede controlar el periodo de las franjas. 

■ Puesto que las dos ondas tienen la misma amplitud, el proceso interferencial 
es optimo, siendo la visibilidad V = 1 . 

■ Aunque se produce una re-distribucion espacial de la energia, el promedio 
se corresponde con la suma de las intensidades de las 2 ondas, / I(x)dx = 
2 |E 0 | 2 . 

■ La fase se propaga en la direction del eje z, es decir, en la bisectriz de ambos 
vectores de onda. 

Biprisma con fuente puntual 

Supongamos que en lugar de una onda armonica plana, tenemos una fuente 
puntual que emite una onda esferica, Figura 12.2. Para simplificar los calculos, con- 
sideraremos que el estado de polarization es perpendicular al piano. Cada prisma 
genera una fuente virtual P\ y P^. En la zona F ambos haces solapan y se produce 
el fenomeno de las interferencias. Para calcular la posicion de las franjas de inter¬ 
ference, simplemente tenemos que determinar la posicion de las fuentes virtuales 
y calcular los caminos opticos hasta llegar al piano de observacion, para cada una 
de las fuentes. La distancia entre las fuentes virtuales d depende exclusivamente 
de las caracteristicas del biprisma (angulo e indice de refraccion). Consideremos 
que el piano de las fuentes virtuales es z = 0 . Entonces las fuentes estan ubicadas 
en Pi = (—d/ 2 , 0 , 0 ) y P2 = (d/ 2 , 0 , 0 ). El punto de observacion sera Entonces 
un punto sobre dicha pantalla, que es donde calcularemos el campo resulta ser 
O = (x, 0 , D). Las distancias respectivas entre las fuentes virtuales y el punto de 
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\J\ + x ~ 1 + x/2 


observacion son r\ = \/(x — d/ 2) 2 + D 2 y 12 = y/(x + d/ 2) 2 + D 2 respectivamen- 
te. Los campos de cada una de las fuentes resulta entonces 

E(x, 0 , D ) = + -e ikr \ (12.7) 

n r 2 

Sobre la pantalla el campo total sera la suma de los procedentes de cada orificio, y 
la intensidad su cuadrado 

I=|E 1 + E 2 | 2 , (12.8) 

de donde 

|A| 2 |A| 2 |Al 2 

I — -M- + + 2- —— cos [k (r 2 - ri)] 

rf r x r 2 

= h + h + 2 v / Z 1 7 ^ cos [fc (r 2 - n)], (12.9) 

con I, — |A| 2 /r?, i — 1 , 2 . Hay una variacion espacial de intensidad sobre la 
pantalla de observacion, pues la intensidad solo depende de su distancia a cada 
una de las fuentes puntuales. Esta distribucion de franjas se ha analizado en la 
Figura 11.2. La diferencia de fases k(r2 — r\) se corresponde con la diferencia de 
caminos opticos recorridos por los haces. Para estudiar la figura interferencial es 
conveniente realizar algunas aproximaciones: 

1. Las fuentes tienen que estar proximas entre si en comparacion con la dis¬ 
tancia de observacion, y la zona de observacion de observacion debe estar 
proxima al eje optico 


d < D, 
x,y <C D. 

2. Las distancias r\ y T2 aparecen en dos sitios con un papel muy diferente: en 
las intensidades I\ y I2 la dependencia es muy suave, mientras que en la fase 
la dependencia es acusada, por ser k muy grande para la luz visible. 

a) Para la amplitud, consideraremos que r\ « X2 ~ D, lo que implica que 
l x « I 2 « Iq. 

b) Como en la fase la diferencia de camino optico esta multiplicada por el 
numero de ondas que es muy grande, cos(2zrr/A), es necesario realizar 
una aproximacion mas refinada, y nos quedaremos con un desarrollo 
lineal de las raices cuadradas 



1 + 



x 2 + d 2 /4 — xd 
H 2 D ' 


analogamente para r2, 


(12.10) 



x 2 + d 2 /4 + xd 
+ 2 D 


Utilizando estas dos aproximaciones, la diferencia de fase resulta 12 — r\ = xd/D. 
Si el medio circundante es el vacio, n = 1, la distribucion de intensidad en el piano 
z resulta 


I = 2 J 0 


1 + cos 


2 rc xdY 

Id ) 


= 4Jqcos 2 



(12.11) 
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X” 




Figura 12.3: Coordenadas de los puntos de emision y el punto de observation para el expe- 
rimento de la doble rendija de Young. 


Los maximo de interferencia aparecen en 

7i xd 

— — = mn, 

A D 

con m E Z. A 1 valor de m se le llama orden del maximo interferencial correspondiente. 
La coordenada del maximo de orden m es 


%max 



(l2.12) 


La posicion de los maximos depende de la longitud de onda, por lo que sabiendo 
las dimensiones del dispositivo se pueden medir longitudes de onda de modo 
preciso. Reclprocamente, la interferencia puede servir para medir la separacion 
entre dos fuentes puntuales si se conoce la longitud de onda con que emiten. En 
cuanto a los mmirnos de intensidad ocurren en posiciones 

2n xb , 

— — = {2m + 1) n, 


con m E Z e I m i n = 0 . 


EXPERIMENTO DE LA DOBLE RENDIJA DE YOUNG 

El experimento del biprisma de Fresnel es de gran sencillez conceptual y utilidad 
experimental al aprovechar toda la onda incidente para producir interferencias. 
No obstante, se pueden obtener interferencias con un montaje experimental mas 
sencillo, simplemente con una mascara a la que se han realizado dos pequenas 
aberturas separadas una cierta distancia d. Aunque la onda incidente sea plana, por 
efectos difractivos que estudiaremos en el Capitulo 13, el agujero genera una ondas 
esferica 3 . En la Figura 12.3 se muestra el esquema del experimento de la doble 
rendija de Young 4 . Como se observa, el experimento a partir de las dos aberturas 
es formalmente identico al biprisma de Fresnel con fuente puntual, donde d es la 
distancia entre las dos fuentes virtuales, mientras que aqui d es la distancia entre 
las dos aberturas. El resultado de este experimento es es el mismo, (12.11). 

3 Un ejemplo riguroso basado en FDTD se muestra en http://www.youtube.com/watch?v= 
FeCV 27 -mkOI 

4 info sobre Young: http://es.wikipedia.org/wiki/Thomas_Young 
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CALCULO RIGUROSO DE LAS INTERFERENCES EN EL BIPRISMA DE FRESNEL 


La ecuacion (i2.3)se ha utilizado para calcular la intensidad producida por el 
biprisma de Fresnel. Sin embargo, al estar formado dicho campo por dos ondas 
armonicas en distinta direccion, no es una onda armonica plana. Por consiguiente 
de forma rigurosa no es posible utilizar la intensidad, sino que debemos calcular 
el promedio temporal del vector de Poynting. 

Supongamos que el campo electrico incidente tiene un acimut cc, e forma que se 
puede escribir como E = cosa:E|| + sin&E^. Este acimut se mantiene despues de 
la reflexion. Las amplitudes de las ondas refractadas resulta perpendicular a los 
vectores de ondas ki y k2, respectivamente (8.32) 


Ei,x 

II 

H 

'P 

x 

3 

( 12 . 13 ) 


= E lf || (cos^O^inF)', 


E 2 ,± 

= E 2 / _l(0, 1,0)', 


E 2 ,|| 

= E 2/ || (cos 0 , 0, — sin 0)', 



donde, como hemos visto, 0 depende de las propiedades del biprisma (angulo e 
indice de refraccion). Estudiemos por separado las componentes perpendicular y 
paralela. 


campo perpendicular En este caso, el campo electrico de las 2 ondas es 
paralelo entre si. Si, ademas, asumimos que las amplitudes de los dos campos son 
iguales entonces E 1/Jl = E 2/ ^ = E 0/ ^ 




-0,_L 


( 0 
1 


\ 

e i^r-cvt) + Eq± 


V° J 


1 0 
1 

v° 


\ 

e i(k 2 r-cvt)' 

J 


(12.14) 


Por consiguiente, utilizando las definiciones de ki y k 2 , 12.1 y 12.2, el campo total 
perpendicular resulta 

E^ = 2 E O/± e lkcos0z cos (ksinO x) y. (12.13) 


Necesitamos ahora calcular el campo magnetico, que se puede obtener, para cada 
una de las componentes como 5 (1.38) Eg = — (c 2 /o;)k A B 0 . Como consecuencia el 
campo magnetico resulta para cada una de las ondas 


B 


1,_L 


B 


2,_L 


-0,L 


-0,L 


( cos 6 ^ 

0 

y sin 0 J 

( cos 6 
0 

y — sin 6 J 


i(kir-cvt) 


i(k 2 r-cvt) 


(l2.l6) 


(12.17) 


5 Aqul si podemos hacerlo para cada onda por separado 
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de forma que el campo magnetico total resulta 


_ 


B, =2 


— o CU 


cos 6 cos (k sin 6 x) 
0 


\ 


Jk cos 9z 


cos (k sin 0 x ). (12.18) 


y z sin 0 sin (k sin Ox) J 


campo paralelo Como se observa en la Figura 12 . 1 , las componentes Ey 
y E 2/ || del campo electrico de cada una de las ondas no son paralelas entre si. 
Asumiremos tambien que las amplitudes de las dos ondas son iguales (en valor 
absoluto), E 2/ || = Ey = E 0/ y. La suma de los dos campos electricos resulta 


E|| = E 1/ ||e‘( kir_a;f ) + E 2/ ||e ! '( k2r_a,f ) 

( COS0 \ ( COS0 


= E, 


'0,11 


y sin 0 ) 


giCkn-wf) + E 


y — sin 0 ) 


(12.19) 
g «(k 2 r-wf) ( 1220 ) 


Por consiguiente, utilizando las definiciones de y k 2/ 12.1 y 12.2, el campo total 
paralelo resulta 




En = 2 E, 


o,|| 


cos 6 cos (k sin 6 x ) 
0 


\ 


Jk cos 9z 


cos (ksinOx ), 


(12.21) 


y — z sin 0 sin (ksinOx) J 


De igual forma que para el caso del campo electrico perpendicular, podemos obte- 
ner, una a una las componentes del campo magnetico, que resultan ser paralelas 
entre si, en direccion de Uy, 


B 11 =2 


o\ 


V° / 


Jk cos 9z 


cos (ksinO x ). 


(12.22) 


promedio temporal del vector de poynting Por consiguiente los cam- 
pos electricos y magneticos resultan ser 


^ E 0 11 cos 0 cos (ksinOx) ^ 


E = 2 


-o,± 


Jk cos 9z 


cos (ksinO x ), 


(12.23) 


y — E O/ ||Zsin 0 sin(fcsin 0 x) y 


^ cos 0 cos (k sin 0 x) \ 


B 


-o,|| 


Jk cos 9z 


cos (ksinO x ). 


(12.24) 


y iE 0 j_ sin Osin (ksinO x) 


Como el promedio temporal del vector de Poynting para una onda armonica (no 
plana) resulta (S) (r, t) = 2^^ {E ( r / 0 ^ B* ( r / 0 }/ se obtiene 


<S)(r,f) = ^\f~ ( |E 0 ,_l| 2 
V Eo 

^0“ 


-o,|| 


cos 6 cos 2 (k sin Ox) u z . (12.23) 


= 2,/ — |E o | 2 cos0cos 2 (fcsinflx) u z . 

Eo 


(12.26) 
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Source S 





d 


D 


Figura 12.4: Espejo de Fresnel. 


De esta forma, podemos ver que, para angulos pequenos. 


(S) (r, t) u 2 « 2 



Eq| 2 cos 2 (ksinO x) 


(12.27) 


cx 


I (r, t) = 4 |Eq| 2 cos 2 (ksinO x ). 


(12.28) 


Esto nos permite, a partir de ahora, utilizar la intensidad en lugar de la irradiancia, 
para los calculos en interferencias. 

OTROS TIPOS DE INTERFEROMETROS DE DIVISION DEL FRENTE DE ONDAS 

La doble rendija de Young y el biprisma de Fresnel son dos de los interferome- 
tros por division del frente de ondas mas significativos. Sin embargo hay otros 
varios que han sido utilizados por su interes o facilidad de fabricacion. 

Espejo de Fresnel 

Otra forma de conseguir la division del frente de ondas es mediante el uso de 
dos espejos, Figura 12.4. La idea es la misma que con el biprisma que es crear dos 
fuentes virtuales, donde esta vez son las fuentes simetricas respecto a los espejos. 
Si el angulo entre espejos, e, es muy pequeno las dos fuentes virtuales estaran muy 
juntas. Mediante un sencillo modelo geometrico, es posible determinar la posicion 
de las fuentes virtuales. El haz, al reflejarse en los dos espejos, seguira trayectorias 
diferentes y en la zona de solapamiento se produciran interferencias. 

Espejo de Eloyd 

Un esquema todavia mas sencillo es el espejo de Lloyd, Figura 12.5, donde una 
de las fuentes virtuales se sustituye por la fuente real. Este esquema es muy senci¬ 
llo porque con una unica fuente, preferentemente bastante coherente, y un unico 
espejo somos capaces de conseguir interferencias. Segun el esquema, para que las 
dos fuentes esten proximas entre si, la fuente real. So debe estar bastante cerca del 
espejo y el haz debe incidir de forma rasante. En este esquema hay que considerar 
que en la reflexion, que produce la fuente virtual, se produce un desfase, que es 
aproximadamente n, segun las ecuaciones de Fresnel para un metal, por lo que las 
posiciones de los maximos estaran cambiadas. 
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Figura 12.5: Espejo de Lloyd. 


CONCLUSIONES 

■ Una tecnica muy sencilla de obtener dos fuentes virtuales a partir de una 
unica fuente luminosa es el interferometro basado en el biprisma de Fresnel. 

■ Conceptual e historicamente el interferometro de la doble rendija de Young 
es de gran importancia. Su estudio es equivalente al del biprisma de Fresnel. 
Desde el punto de vista energetico, el biprisma de Fresnel es mucho mas 
eficiente. 

■ Para el estudio de las interferencias normalmente se estudia la intensidad. 
Para el caso de angulos pequenos es equivalente al concepto mas rigurosos 
de promedio temporal del vector de Poynting. 
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DIFR ACCION 
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DIFRACCION: FUNDAMENTOS 


Vimos en el primer tema que podiamos resolver de forma exacta las ecuaciones 
de Maxwell para el caso de ondas armonicas planas. Sin embargo, no es nada 
sencillo saber como se propagan otro tipo de ondas. Un modo de estudio es a 
partir de la descomposicion del campo inicial en ondas planas. La ventaja que 
tiene este enfoque es que el conocimiento de la propagacion de ondas armonicas 
planas es conocido y exacto. Una vez propagadas dichas ondas planas, estas se 
vuelven a sumar para obtener el campo total. 


Indice 

13.1 Introduccion. 179 

13.2 Aproximacion de elemento delgado. 182 

13.2.1 Elementos opacos. 185 

13.2.2 Elementos dielectricos. 186 

13.2.3 Elementos reflectores . 186 

13.2.4 La lente como elemento difractivo. 186 

13.3 Propagacion de la luz despues de la mascara. 187 

13.4 Descomposicion en ondas planas. 190 

13.4.1 Campo propagado. 192 

13.4.2 El problema de la polarization. 193 


OBJETIVOS 

■ Comprender el fenomeno de la difraccion como un proceso de propagacion 
de ondas no planas. 

■ Saber describir las mascaras a partir de su transmitancia mediante la aproxi¬ 
macion de elemento delgado. 

REFERENCIAS GENERALES! 

■ Born M., Wolf, E., "Principles of Optics: electromagnetic theory of propaga¬ 
tion, interference and diffraction of light", Cambridge university press (1999). 

■ Goodman J.W., "Introduction to Fourier optics", McGraw-Hill (1996). 

■ Steward E.G., "Fourier optics: An Introduction", Dover (2004). 

■ Reynolds G.O. et al. "The new physical optics notebook: tutorials in Fourier 
optics", SPIE Optical Engineering Press(i989). 

INTRODUCCION 

La mayoria de los fenomenos que se observan en la vida diaria indican que la 
luz se propaga en linea recta cuando el medio es homogeneo. Esta es la suposicion 
principal que se realiza en la Optica Geometrica. El modelo geometrico ha sido 
muy satisfactorio para estudiar el proceso de formation de la imagen tanto en el 


179 


13 
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Figura 13.1: En el modelo geometrico, la luz se propaga en linea recta y la sombra de la 
mano es en linea recta. Si se utiliza luz monocromatica coherente (laser) apa- 
recen fluctuaciones onduladas que no se pueden explicar desde un modelo 
geometrico. 


sistema visual humano como para el desarrollo de distintos instrumentos opticos. 
No obstante, a partir del siglo XVII aparecen una serie de fenomenos que no con- 
cordaban con esta suposicion. El primero en observar el fenomeno de la difraccion 
fue Grimaldi 1 , en 1665. 

Segun la Optica Geometrica, la sombra es la proyeccion de un objeto sobre una 
cierta superficie, Figura 13.1a. No obstante, si se se realiza dicho experimento con 
una fuente monocromatica y coherente, como un laser, entonces aparecen en la 
zona donde debiera estar la transicion sombra-luz, una distribucion una serie de 
franjas alternantes de luz y oscuridad, Figura 13.1b. La aparicion de maximos y ml- 
nimos de intensidad en la zona de los bordes da idea de que la luz se comporta de 
una forma ondulatoria. Desde el punto de vista de la Optica Geometrica, podemos 
definir la difraccion a la violacion de la propagacion rectilinea de la luz en medios 
homogeneos, no causada por la reflexion o refraccion. Existen diversos ejemplos 
opticos cotidianos que se relacionan con el fenomeno de la difraccion 2 , Figura 13.2. 


No obstante, en esta asignatura no hemos tratado la Optica Geometrica excep- 
to en algunos casos puntuales para comparar con el modelo electromagnetico. En 
este sentido, definimos la difraccion como un fenomeno doble. Por un lado, la luz 
cuando incide sobre un elemento difractor, cambia de forma abrupta su amplitud 
y fase. Es necesario desarrollar un modelo para determinar el campo de salida del 
elemento difractor en funcion del campo de entrada. Un modelo riguroso requiere 
la resolucion de las ecuaciones de Maxwell inhomogeneas (1.1-1.4), lo cual sola- 
mente se puede realizar en la practica de forma numerica con tecnicas numericas 
como Beam Propagation Method (BPM 3 ), Finite Difference Time Domain (FDTD 4 ), 
Figura 13.3, o Rigorous Coupled Wave Analysis (RCWA 5 ), este ultimo para estruc- 
turas periodicas. 

Aqui desarrollaremos un modelo analitico simple y lineal, la Aproximacion de 
Elemento Delgado (TEA, Thin Element Approximation). Si asumimos que la onda 
incidente es una onda armonica plana, que es lo que realmente sabemos resolver, 
el campo de salida del elemento difractor deja de ser una onda plana. En este 
sentido, la difraccion se puede considerar, desde el punto de vista de la optica elec- 


1 http://en.wikipedia.org/wiki/Francesco_Maria_Grimaldi 

2 Fenomenos opticos cotidianos: http://pendientedemigracion.ucm.es/info/gioq/fenopt/index.htm 

3 http://en.wikipedia.org/wiki/Beam_Propagation_Method 

4 http://en.wikipedia.org/wiki/Finite_difference_time_domain 

5 http://en.wikipedia.org/wiki/Rigorous_coupled-wave_analysis 
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Figura 13.2: Ejemplos que no se pueden explicar desde el punto de vista geometrico y que 
son facilmente observables, (a) Cuando se ilumina con un laser, la sombra de 
un objeto no es limpia, sino aparecen fluctuaciones. (b) Luces espurias cuando 
una luz se observa a traves de un visillo. (c) Cuando se observa una fuente de 
luz a traves de un pequeno iris, aparece una forma estrellada con un numero 
de halos igual al numero de bordes del iris, (d) Circulos de luz alrededor de 
las estrellas cuando se observan con un telescopio. (e) Colores que aparecen al 
iluminar un CD. (f) Halo de luz cuando hay vaho sobre un espejo. 



Figura 13.3: Ejemplos de propagacion de luz por estructuras inhomogeneas, calculados me- 
diante FDTD. a) Propagacion en un cristal fotonico (dielectrico donde las es- 
feras son huecas) y b) una simulacion de invisibilidad basada en metama- 
teriales (cloacking). Hay dos videos en http://www.youtube.com/watch?v= 
gZkFVco 4 kL 4 y http://www.youtube.com/watch?v= 8 M 0 I 7 RZO 4 Hw. 
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tromagnetica, como la propagacion de ondas armonicas no planas sobre un medio 
homogeneo. Asi, en la Seccion 13.2 estudiaremos la Aproximacion de Elemento 
Delgado y en la Seccion 13.4 analizaremos la descomposicion de ondas planas . 

En casi todos los modelos, las ecuaciones involucradas son bastante complicadas 
de resolver para casos particulares, por lo que adoptaremos dos aproximaciones 
que nos van a facilitar el calculo analitico. Por un lado, tenemos la aproximacion 
de Fresnel, Seccion 14.1, donde realizaremos una aproximacion cuadratica de los 
terminos de la fase. Este caso es particularmente util pues para las longitudes de 
onda del rango visible y los tamanos de los elementos difractores en el rango de 
las decenas de micras - milimetros, esta aproximacion es valida para la mayoria 
de los casos de interes. Ademas, algunas veces las integrales con exponenciales 
cuadraticas se pueden resolver. Veremos ejemplos numericos particulares como la 
difraccion por una rendija, un cuadrado, un circulo y una lente. 

Sin embargo, el caso de difraccion mas desarrollado en la bibliografia es la apro¬ 
ximacion de Fraunhofer 6 7 , que se analiza en la Seccion 15.1, donde se realizar una 
aproximacion lineal al termino de fase. Esta aproximacion es mas burda que la de 
Fresnel y es valida para distancias mayores al elemento difractor. Tambien se puede 
aplicar cuando es tamos en el piano focal de una lente. El exito de la aproximacion 
de Fraunhofer radica en que el campo difractado se puede calcular de una forma 
sencilla como la transformada de Fourier del campo de entrada. Veremos ejemplos 
simples como la difraccion por un cuadrado, una rendija, una abertura circular, la 
doble rendija, etc. De particular importancia tiene esta aproximacion por el hecho 
de permitir explicar el poder de resolucion de los instrumentos opticos. Aun en 
ausencia de aberraciones, no es posible formar una imagen perfecta, sino que apa- 
rece un halo alrededor que impide observar correctamente los objetos a traves de 
un instrumento optico. Ademas de para capturar una mayor cantidad de luz, esta 
resolucion es el motivo por el cual los telescopios son cada vez de mayor diametro, 
pues tienen un mejor poder resolutivo. 

APROXIMACION DE ELEMENTO DELGADO 

Todo problema de propagacion de la luz pasa, como hemos visto, por resolver 
las ecuaciones de Maxwell. Hasta ahora hemos resuelto problemas aislados, como 
la propagacion en el vacio, en medios materiales homogeneos y la reflexion y re- 
fraccion sobre superficies planas. En todos estos problemas hemos utilizado como 
onda incidente, la onda armonica plana, puesto que, por una parte, nos ha permi- 
tido una resolucion "sencilla" y exacta y, por otra, los fenomenos estudiados son 
mas o menos independientes del tipo de onda incidente. 

Ahora se propone un problema mas complejo, como es la interaccion de la luz 
con un medio cuya topografia es variable, que denominaremos elemento difrac¬ 
tor o mascara, que es una zona en el espacio, normalmente con una dimension 
longitudinal, z, mucho menor que la transversal, x f y, donde el medio es inhomo- 
geneo. Esto significa que tenemos una variacion espacial de la constante dielectrica 

6 Existen otros numerosos enfoques a la difraccion, algunos adaptados a problemas especlficos, como 
aquellos en los que a priori se sabe que el tamano del elemento difractor es mucho mayor que la 
longitud de onda (problemas de altas frecuencias utilizados en Electromagnetismo, como por ejemplo 
la Teona Geometrica de la Difraccion), metodos donde consideran que cuando llega la luz al elemento 
difractor se generan corrientes en la materia que vuelven a reemitir y generan el campo difractado 
(aproximacion de la Optica Fisica) o metodos donde consideran la fuente luminosa dentro del problema 
(Funciones de Green diadicas). Tambien existen enfoques simplificados donde se considera la difraccion 
de un campo escalar (Funcion de Green escalar). Este ultimo ha sido uno de los metodos mas explicados 
en docencia. Aqul hemos elegido el metodo de "Descomposicion por ondas planas" pues se adapta 
mejor al discurso de la asignatura. 

7 info sobre Fraunhofer: http://en.wikipedia.org/wiki/Joseph_von_Fraunhofer 
http://www.plicht.de/chris/ 35 fraunh.htm 
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Figura 13.4: El problema de la propagation a traves de un elemento difractor es muy compli- 
cada y se debe realizar mediante calculos numericos. Normalmente nos interesa 
conocer el campo de salida E ou t(x,y) en funcion del campo de entrada E zn (£, rj). 
Aqui mostramos una simulation desarrollada con FDTD en la que una onda ar- 
monica plana atraviesa una estructura binaria (lmea azul). 


Elemento Campo 



Figura 13.3: Ejemplo del problema de la difraccion donde se muestran las coordenadas. 


e(x,y,z). Supongamos que un campo inicial E(z = 0 ) = E zn (£, 7/) incide sobre el 
elemento difractor, situado en z = 0 , donde su espesor h es pequeno en com- 
paracion con su longitud transversal. Mediante la aplicacion de las ecuaciones de 
Maxwell, el campo a la salida del elemento difractor es E ou t(x,y, h). Como resumen 
a este problema, de gran complejidad, podemos asumir que el campo de salida es 
una funcion del campo de entrada, Figura 13.4, 

E ou t(x,y;h) = f[E in (£,t])}. (13.1) 

Como nomenclatura utilizaremos las coordenadas (£,77) para el campo de entrada 
y las coordenadas (x,y) para el piano de observacion, Figura 13.3. Supondremos 
que el elemento difractor, o mascara, puede modular la amplitud del campo de 
entrada, como por ejemplo un diafragma, o la fase, como un escalon sobre un 
pedazo de vidrio. 
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Figura 13.6: Ejemplo de elemento difractivo con espesor h (£,77) variable. La fase se mide 
entre dos pianos cuya distancia es l. 


La aproximacion de elemento delgado asume que existe una relacion lineal entre 
el campo de salida y el campo de entrada de la forma 


E 0 (Z, V ) = t(Z, V )E t (Z, V ), 


(13.2) 


donde t(C, ij) sc denomina coeficiente de transmision del elemento difractor. Puesto 
que E 0 y E, son vectores de 3 dimensiones, t es una matriz 3 x 3 de forma que 


/ £ , \ 

^ out,x 


fxx fjy fxz 


( £. \ 

u in,x 

Eout,y 

= 

tyX tyy ty Z 


F. 

^ in,y 

\ Eout,Z ) 


tzx tzy tzz 


\ Ein,z ) 


Asumiremos que los angulos involucrados son pequenos y que los cambios en el 
estado de polarizacion no son significativos. Entonces, esta matriz se convierte en 
un escalar y adopta la forma 


Kt’V) = (13.4) 

donde A (£,77) es la modulacion en la amplitud del elemento difractivo y cp (£,77) 
es la modulacion en la fase. A (£,77) se puede calcular como el coeficiente de trans¬ 
mision (o reflexion) dado por las ecuaciones de Fresnel, o por la transmision de un 
objeto absorbente. 


Asimismo, el desfase </> (£,7/) producido por el elemento delgado se puede apro- 
ximar como el camino optico del haz en su propagacion a traves del elemento, 
entre los pianos. 


<P&V)= k [ n(£,r],z)dz, 

Jo 


( 13 - 5 ) 


donde k el numero de ondas de la luz incidente, n es el Indice de refraccion del 
elemento difractivo, como se muestra en la Figura 13.6. 


Esta aproximacion es valida cuando los rasgos del elemento difractivo son mu- 
cho mayores que la longitud de onda y cuando el espesor del elemento difractivo 
es despreciable. Cuando esto no ocurre, el comportamiento de la luz dentro de 
una mascara puede ser muy complicado. Mediante metodos numericos se puede 
obtener este calculo, como se muestra en la Figura 13.7. 
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thin dpttraclion (hewy 



rigorous dptlractlcwi theory 


Figura 13.7: Ejemplo del desfase producido bajo la aproximacion (13.2) y calculado median- 
te un metodo riguroso. 



Figura 13.8: (a) Elemento difractor opaco. En la zona A, de transparencia, £(£,//) = 1 , y en 
la zona B, opaca, £(£,//) = 0 . (b) Elemento difractor dielectrico. (c) Elemento 
difractivo reflector. 


Como el camino optico se debe medir entre dos pianos, por ejemplo z = 0 y 
z = 1 . Entonces el camino optico recorrido por la luz resulta 

, rH&v) r l 

<P\o(€'V)= k n(£,rj,z)dz + k n 0 dz, (13.6) 

Jo Jh(£,rj) 

donde Hq es el Indice de refraccion en que rodea al elemento difractivo y 

es el espesor del elemento difractivo,. Cuando el indice de refraccion dentro del 

material es constante, entonces = n 

<P\o (£/ y)=kL + k{n - n 0 )h (£, rj). (13.7) 


donde el primer termino se suele despreciar pues es una fase global que normal- 
mente no afecta a los fenomenos difractivos 8 . De esta forma el coeficiente de trans- 
mision resulta 




(13.8) 


Elementos opacos 

Supongamos que el elemento difractivo es opaco, Figura 13.8a. El haz que incide 
sobre el este elemento difractivo es Ei nc (^,rj). Podemos dividir el elemento opaco 

8 Existen mejores aproximaciones, que no consideraremos, donde se calcula el desfase, no con una 
integracion en z = 0 sino en la direccion local del vector de ondas k. 
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en dos partes. A, que es la parte transparente, donde la luz pasa sin problemas, y 
B donde la luz es absorbida o reflejada por la mascara. En cualquier caso, la luz no 
atraviesa esta parte B, por lo que el coeficiente de transmision resulta 


'($/»/) = 


0 en A 
1 en B 


Es por ello, que la onda justo despues del elemento transmisor resulta 


(13-9) 


M&v) 


0 en A 

E inc(^V) enB 


(13.IO) 


Tambien cabe considerar el caso de la reflexion, Figura 13.8b, que mediante un 
razonamiento parecido resulta 


*(£/» 1) = 


r en A 
0 en B 


(13.11) 


siendo r el coeficiente de Fresnel (depende de la polarizacion) por lo que la onda 
reflejada hacia atras resulta 


MZ'V) 


rtinctt'V) enA 
0 en B 


(13.12) 


Elementos dielectricos 


Supongamos que la mascara es de fase, donde tenemos un medio de indice de 
refraccion n y espesor L (zona B), donde se realiza una abertura (zona A), como se 
muestra en la Figura 13.8b. El campo justo despues del elemento difractivo resulta 




E inc(Z'il)e mkL enA 

E inc(t,y) eikL enB 


(13-13) 


Elementos reflectores 

La difraccion tambien se puede producir en la reflexion por un elemento difrac¬ 
tivo. En la Figura 13.8c se muestra que el haz incidente puede reflejarse sobre dis- 
tintas superficies produciendo diversos desfases, ya sea sobre elementos metalicos 
como dielectricos. 


Eo(£/ty) = < 


E inc&y) \ r i\ e ^ 1 

Vinci&v) \ri\e i2kL 


en A 
en B / 
en C 


(13.14) 


donde (p\ y (p2 son los desfases producidos por la reflexion (ecuaciones de Fresnel) 
y IkL es el desfase debido a una mayor distancia de propagacion (ida y vuelta). 


Ea lente como elemento difractivo 

Una lente se puede tratar como un elemento difractivo de amplitud y fase. Su 
comportamiento difractivo sera analizado con posterioridad. Ahora nos es sufi- 


[ 7 de febrero de 2018 at 17:16 - classicthesis version 2017-2018.1 ] 



13-3 PRO PAG AC I ON DE LA LUZ DESPUES DE LA MASCARA l8 7 



Figura 13.9: Lente como elemento difractivo. 


ciente calcular su transmitancia f(£,z7). Si la lente esta alineada con el eje optico, la 
transmitancia tendra simetria radial. 

Lo primero que debemos hacer es calcular el camino optico para cada punto 
(£,77), lo cual lo realizaremos a partir del espesor de la lente. Segun (13.7) y la 
Figura 13.9 la transmitancia resulta 

= P(£,ij) exp {ik [do + (rt — , (13-15) 

donde P(^,t/) es el diafragma que produce la lente, pues asumimos que la luz que 
no atraviesa la lente no pasa por el sistema. Si la lente tiene un radio R, la funcion 
pupila viene determinada por 


p&v) = 


1 , £ 2 + t] 2 < R 1 , 
0, resto. 


(13.16) 


El termino d(£,r]) se puede calcular como 


d = d 0 -R + y / R 2 -(^ 2 + ^ 2 ) « d 0 - (t 2 + J7 2 ) / 2 R, {13.1 7) 


donde hemos hecho una aproximacion cuadratica a la forma de la lente. Con todo 
ello, obtenemos que la transmitancia de la lente resulta [? , cap 3.1] 


,{Z 2 +V 2 ) 

t&r,) = P& V )e V 


(13.18) 


transmitancia de una 
lente en 
aproximacion 
paraxial 


siendo f = R/ {n — 1 ) la focal de la lente, que coincide con la definicion utilizada 
en la Optica Geometrica. 


PRO PAG AC ION DE LA LUZ DESPUES DE LA MASCARA 

Cuando la luz pasa por la mascara, o elemento difractor, la onda deja de ser 
plana, segun se ha visto en (13.2). Esto nos complica el analisis, pues unicamente 
conocemos la propagacion de ondas armonicas planas, segun hemos visto en el 
Capitulo 3. No obstante, mediante descomposicion de Fourier, se puede ver que 
una onda electromagnetica se puede simplificar como una suma de ondas armoni¬ 
cas planas. Un hecho muy importante es que las ondas armonicas planas del estilo 
E (r) exp (zk • r) constituyen una base de funciones: se puede construir cualquier 
onda armonica coherente mediante superposicion de Fourier, Figura 13.11. 
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Figura 13.10: Transmitancia de una micro-lente de 90 ]im de radio y 2 mm de focal. La parte 
de la fase esta representada entre angulos — n y n. 



Figura 13.11: Descomposicion del haz incidente en ondas planas. 
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Debido a la linealidad de las ecuaciones de Maxwell, una superposicion de ondas 
con distintas direcciones k es tambien solucion de las ecuaciones de Maxwell. Es 
por ello que, conceptualmente, la solucion a una onda arbitraria, como la que sale 
despues de un elemento difractor, es sencilla. El metodo es el siguiente: 

1. Descomponer la onda general en ondas armonicas planas. 

2. Propagar cada una de estas ondas armonicas planas, que sabemos hacerlo de 
forma exacta. 

3. Volver a sumar todas las ondas propagadas en un punto (x,y,z) posterior, 
obteniendo asi la propagacion. 

En este sentido, podemos ver la difraccion como el fenomeno de propagacion de la 
luz cuando esta no es una onda plana. En 13.4 "Descomposicion en ondas planas" 
se analiza con detalle este proceso de propagacion de ondas no planas. En este 
complemento, se obtiene una ecuacion que relaciona el campo en un piano de 
entrada, con el campo en un piano posterior, a una distancia z, (13.41) 

E(r,f) = E 0 (f,»/) *h(^,rj',z), (13-19) 

donde /z(£,y;z) se denomina funcion de Green (13.40) y tiene la forma 

e i(kr-wt) 

h(£,ri;z) ~ ikcosO ---, (13.20) 

con r = y/x 2 + y 2 + z 2 y cos 0 = z/r . Esta convolucion se puede desarrollar como 


E 0 {^,r])cose—d^drj 


(13.21) 


donde E 0 (^j/) = t(^ / j/)E I -(^,j/), cos 0 = z/R y R = \J(x - £) 2 + (y - ~rf ) 2 + z 2 . 

Veamos un ejemplo sencillo que se puede resolver de forma sencilla. Este caso 
es el de un agujero infinitesimal. Entonces, el campo justo a la salida del elemento 
difractor resulta ser Eo(£, 77) s= Eo S (£) 5 (rj). La integral se puede resolver de forma 
sencilla. 


/ JkR 

Eq 5 (^) 5 (77) cosO-j^-d^d?] (13*22) 

e i(kr-cvt) 

= ikEocosO ---A, (13*23) 

donde A es el area, infinitesimalmente pequena, de la abertura. Esto quiere decir, 
que una abertura infinitesimal difracta como una onda esferica (no hemos hablado 
de la polarizacion, que esta claro que no puede mantenerse para cada direccion de 
la onda esferica). 

Este resultado se puede comparar con la tecnica numerica Finite Difference Time 
Domain (FDTD 9 ), que se muestra en la Figura 13.12. Se muestra la propagacion 
por una rendija para distintos tamanos de la rendija respecto a la longitud de 
onda. Cuando la abertura es muy pequena comparada con la longitud de onda se 
obtiene una propagacion en forma de onda esferica. A medida que el tamano de 
la rendija aumenta la onda se direcciona cada vez mas. 

Veamos, cuales son las aproximaciones mas importantes a la hora de estudiar 
la propagacion de la luz despues de una mascara. En la Figura 13.13 se muestran 

9 info sobre FDTDhttp:/ /en.wikipedia.org/wiki/Finite_difference_time_domain 
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Slit Lentglli 0.25-. Slit Length 0.5/. Slil Length 1.0/. Slil Length 1.5/. 



-0 5 0 0.5 -0.5 0 0.5 -0.5 0 0.5 -0.5 0 05 


Figura 13 . 12 : Ejemplo obtenido con FDTD de la difraccion por un pequeno agujero. Se emite 
la luz de forma bastante aproximada como una onda esferica. Se muestra un 
video en http://www.youtube.com/watch?v=uPQMI2q_vPQ 


los rangos de aproximacion para cada uno de los modelos desarrollados posterior- 
mente. Si estamos muy cerca de la mascara, del orden de unas pocas longitudes 
de onda, es necesario considerar las ondas evanescentes, que son ondas cuyas fre- 
cuencias en la ecuacion (13.36) cumplen k 2 + k 2 > k 2 y entonces k z debe ser un nu- 
mero complejo. Pasadas unas pocas longitudes de onda, estas ondas evanescentes 
son despreciables y entonces solamente es necesario considerar las ondas dentro 
del piano k 2 x + ky < k 2 . No obstante, sigue siendo necesario considerar las raices 
cuadradas en las exponenciales. Estos dos casos no los consideraremos. Empezare- 
mos en la aproximacion de Fresnel, donde aproximamos las raices cuadradas por 
cuadraticas, 14.1, y finalizaremos con la aproximacion de Fraunhofer o de campo 
lejano, donde las exponenciales se pueden aproximar por la parte lineal 


DESCOMPOSICION EN ONDAS PLANAS 

Veamos con mas detalle, el desarrollo matematico. Sea el caso general de un 
campo electrico Eo(x,y) generado por una onda armonica 10 , en un piano dado, 
que consideraremos sin perdida de generalidad z = 0 . Mediante el desarrollo de 
Fourier esta onda se puede separar en sus componentes angulares. Es decir, una 
onda arbitraria se puede describir como una combinacion lineal de ondas planas 
con distintas direcciones, puesto que las ondas planas forman una base. Como un 
piano es bidimensional, con coordenadas x, y, el campo resulta 

Eo (x,y) = ) JJ E 0 (k x ,ky)e l ^ xX+k y^dk x dk y , (13.24) 

donde el vector k se ha descompuesto en sus terminos k = (k X/ k y , k z = ^Jk 2 — k 2 — k*). 

Tambien se puede encontrar de la forma k = k(s X/ Sy,s z = 1 — s% — s 2 ). Cada ter- 

mino de la integral Eg (k x ,ky)e l ( kxXJrk y^ es en realidad una onda armonica plana 
de amplitud constante. Si tenemos el campo inicial Eo(x,y), las amplitudes de ca- 


10 si la onda no fuera armonica habria que hacer una descomposicion espectral como se analizo en el Cap. 

10. 
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Solucion 

completa 


Desarrollo de 
ondas planas 


Fresnel 

(campo cercano) 


Fraunhofer 
(campo lejano) 


ft*) 


Z » A 




Frente de 

ondas 

esferico 


Z» 






z» 


Frente de 

ondas 

parabolico 


A(^- +?;-) 


Frente de 

ondas 

piano 


(x,y) 


'^ um ~ 1 mm ~ 5 mm 

Ejemplo: 50 urn apertura, ^=850 nm 


Figura 13 . 13 : Rangos de validez de las distintas aproximaciones. 


da una de las ondas armonicas se pueden obtener a traves de la transformada de 
Fourier inversa 

E 0 (k x ,k y ) = JJ E 0 (x,y)e~ t{ - kxX+k y^dxdy. (13-25) 

Esta es la verdadera importancia de las ondas planas. Los campos se pueden des- 
componer, mediante transformadas de Fourier, en una combinacion lineal de ondas 
planas. 


ejemplo: onda esferica Como ejemplo, podemos descomponer una onda 
esferica en ondas armonicas planas (teorema de Weyl). Esta descomposicion tiene 
la siguiente forma matematica 


exp (■ ikr ) 
r 



exp (zk • r) dk x dk y , 


(13.26) 


donde se cumple que k 2 — |k| 2 = k 2 + k 2 + k 2 . Como se observa el termino de la 
izquierda representa una onda esferica de amplitud unidad centrada en el origen. 
Cada una de las componentes de la integral es una onda plana con direccion k y 
cuya amplitud no es constante, sino que decrece segun l/k z . Por ello, la descom¬ 
posicion en el espectro frecuencias espaciales para este caso particular resulta 

E (k x ,k y ) = exp (/k • r). (i 3 - 2 7 ) 


ejemplo: rendija Otro caso de interes es el caso una onda armonica plana 
que incide perpendicularmente sobre una rendija de tamano a, Figura 13.14. En 
este caso, el espectro en frecuencias espaciales se resuelve de una forma sencilla 

Eo(**,fcy) = Jf A Eo(^ij)e- l ( kxS+k ^)d^dy 

= E 0 f%e- ikx Zdt f^e-^dy (13-28) 

= Eoasinc(k x a/ 2 ) 5 (ky). 


[ 7 de febrero de 2018 at 17:16 - classicthesis version 2017-2018.1 ] 

















difraccion: fundamentos 


g= 20 iim 



Figura 13.14: (a) Esquema de una rendija como elemento difractor. (b) Funcion sinc(k x a/2 ) 
cuando la longitud de onda es A = 0,6328 pm. 


Es decir, la onda a la salida de la rendija tiene una multiplicidad de ondas planas. 
En la direccion y existe unicamente la direccion k y = 0 y en la direccion x la 
amplitud de las ondas planas es proporcional a una funcion sine. 


Campo propagado 

Una vez que conocemos la amplitud de cada onda plana armonica, que viene 
dada por 

Eo (k x ,k y ), (13-29) 

solamente nos queda propagarlas hasta una distancia z. Para cada una de estas 
ondas, su propagacion en el espacio es muy sencilla, pues resulta ser 

E (k Xl k y )( x >y^ z ) = Ae*( kr_a,f ), (13.30) 

= ( 13 - 31 ) 

donde, por definicion k 2 = k 2 + k y + kl y por ello k z = (k 2 — k^ + k y ) 1/2 . Para el 
caso de tener muchas ondas planas, el campo se suma integrando cada una de las 
soluciones 

E {x,y,z) - JJ E {kx:ky) (x,y,z)dk x dk y . (13.32) 

Insertando esta solucion en z en la solucion de E(x,y,z) se obtiene 

E (x,y,z) = (^) 2 e ~ iwt JJ Eo(fc,,fcy)e“ i ^" +fcyy+ ^ Z ^ Z )^rffc y . (13.33) 

que nos permite obtener el campo en cualquier posicion como descomposicion en 
ondas planas. 

Para complicar el asunto, podemos volver a introducir la definicion de Eq (k x ,ky), 
vista en (13.23). Esta descomposicion de ondas planas en funcion del campo in- 
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cidente viene determinada por una transformada de Fourier, que proporciona 2 
integrales. Por consiguiente. 

E (x,y,z) = (EYj e~ icot JJJJ Eoi^^e^^+^e^+^+^d^dk^ 

(13-34) 

Como se observa, esta ecuacion relaciona el campo de entrada Eg (£,77) con el cam- 
po E(x,y,z) en cualquier posicion posterior. Esta solucion no es abordable (4 inte¬ 
grales acopladas entre si) y requiere una simplificacion. En primer lugar reordena- 
remos los terminos. Primero juntaremos toda la dependencia con k x y k y 


E(x,y,z)=e~ iwt JJe 0 (£, V ) f yVM*-£)+MJ'-’7)+Mrffc : 

El termino entre corchetes de define como funcion de Green 

h&t,-,z) = (^- Y [ [e i \ k ^ + Y ¥Z ^ z \dk x db 


1 xdky 


2n J 


y entonces el campo difractado se determina como 


x u ^yr 


E 0 (g,ti)h(x-g f y-i})dgdti. 


E(x,y,z) = e~ i(Vt 

que resulta ser una convolucion 

E(x,y,z) = Eo(£,tj)*h(£,tj;z). 


d^dtj. 

(13-35) 

(13.36) 

(13-37) 

(13-38) 


Esto nos indica de nuevo que el proceso de propagacion es lineal. La integral 
/z(^,t/;z) se puede resolver de forma exacta [? ] 


HZ>T' z ) 


1 d (e ,kR \ 

2 tc dz l R J 



e ikR 

~fT' 


(13-39) 


donde R — \/(( 2 + i ] 2 + z 2 . Como normalmente AcRy considerando cos 6 — z/R 
la funcion de Green para la propagacion se simplifica 

e ikR 

KZ'T'Z) ~ ikcosd—. (13-40) 


De esta forma, el problema de la difraccion se simplifica a resolver la siguiente 
integral 


E(r, t) = ike 


—icot 


jj E o (^//)cos0 


JkR 

—d^dy. 


(i3-4i) 


El problema de la polarizacion 


El enfoque hasta aqui utilizado es exacto, excepto en la aproximacion de elemen- 
to delgado, donde hemos asumido un proceso lineal para el calculo del campo de 
salida en funcion del campo de entrada en la mascara. No obstante, no se ha con- 
siderado un problema que reside en la necesidad de que las ondas planas en las 
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Figura 13 . 15 : El estado de polarization de la onda plana difractada debe cambiar respecto a 
la onda incidente puesto que cada onda plana debe mantener la transversali- 
dad del campo. 


cuales se divide el campo de salida cumplan con la condition de transversalidad 
k • E = 0. Este problema se observa claramente en 13.30. Esta onda 

= ( ^ ) 2 k ,) e < k -^ + ^-‘ 5 +^), (1342) 

tiene un vector de ondas en la direction k = {k x ,ky,k z ). Sin embargo, si la onda 
incidente es una onda armonica plana y, por ejemplo, se propaga en la direction 
kg = fc(0,0,1) el campo electrico incidente Eg es perpendicular a kg, pero no a 
k. Para solucionar este enfoque es necesario "rotar" la polarization del campo 
electrico Eg (k x ,k y ) para que sea perpendicular a k. La mejor option es hacer que 
el angulo de giro sea el menor posible. Desde el punto de vista de la asignatura, 
esto no lo consideraremos, pues en la aproximacion de Fresnel vamos a asumir 
que la deflexion del haz es muy pequena y entonces el estado de polarization de 
las ondas planas no cambia significativamente. 

Un enfoque mas riguroso es el proporcionado por J.A. Stratton, L.J. Chu "Dif¬ 
fraction Theory of Electromagnetic Waves" Physical Review 56, 99-107 (1939), M. 
Nieto-Vesperinas "Scattering and diffraction in physical optics" World Scientific 
Publishing Company (2006) 

CONCLUSIONES 

■ El fenomeno de la difraccion se deriva directamente de las ecuaciones elec- 
tromagneticas como dos procesos 

• Propagation de la luz dentro del elemento difractor. 

• Propagation de la luz en el vatio. 

■ Los medios materiales (aperturas, dielectricos, etc.) modifican el frente de 
ondas y hacen que un haz piano deje de serlo. 

■ Cualquier onda electromagnetica se puede descomponer en una combination 
lineal de ondas planas. 
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APROXIMACION DE CAMPO CERCANO 



Los metodos rigurosos para la propagacion de la luz no permiten, en la mayoria 
de los casos, obtener resultados analiticos sencillos. Por ello, es comun desarrollar 
aproximaciones como los regimenes de Fresnel y de Fraunhofer. La aproximacion 
de Fresnel es util en campo cercano, cuando la distancia al elemento difractor es 
pequena. 


Indice 

14.1 Introduction. 195 

14.2 Rango de validez. 196 

14.3 Metodo de calculo. 196 

14.4 Difraccion por estructuras unidimensionales . 198 

14.5 Difraccion por un semipiano. 198 

14.6 Difraccion por una rendija. 199 

14.7 Difraccion por una abertura cuadrada. 201 

14.8 Campo en el piano de Fourier de una lente. 201 

14.9 Difraccion por una abertura circular . 202 


OBJETIVOS 

■ Saber simplificar los modelo de ondas planas a las aproximaciones de Fresnel 
y Fraunhofer. 

■ Conocer la fenomenologia relacionada con la difraccion en campo cercano. 


INTRODUCCION 


El desarrollo por ondas planas es general, aunque tiene diversos problemas de 
calculo, pues es necesario resolver integrales donde en los exponentes aparecen rai- 
ces cuadradas. Una forma de poder tratar problemas reales y obtener soluciones 
analiticas es realizar aproximaciones sobre /z(£,t/;z). Para ello consideraremos que 
los tamanos del elemento difractor y del piano de observacion son bastante meno- 
res que la distancia de propagacion, x, £, y, rj <C z. Entonces, por un lado cosO ~ 1 
y podemos asimismo realizar un desarrollo en series de la raiz cuadrada de r 


r = 



= z 



„ £ 2 r , 2 

+ 2 z 2 + 2z 2 


(14.1) 


Con esta aproximacion, la funcion de Green se resuelve 

h(C,tj;z) = 2- e !fc [ z +i(f 2 +'? 2 )] / 


(14.2) 


que se denomina propagador de Fresnel llegando al resultado de la aproximacion 
de Fresnel a la difraccion 


E(r, f) 


JL gi(kz-wt) 

iAz 


JJ rj)e l ^[( x S) +(y v) \dgdrj. 


(i4-3) 


aproximacion de 
Fresnel 


195 
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APROXIMACION DE CAMPO CERCANO 


Desarrollando el termino exponencial podemos ver que esta ecuacion se puede 
escribir como una transformada de Fourier de la forma 1 


E(r) = 


P ik (z+- 


iXz 


-TF 


^, v yTz(?+v 2 


(144) 


donde, recordamos Eq(£, rj) = segun la aproximacion de elemento 

delgado. 


RANGO DE VALIDEZ 

En general, la aproximacion de Fresnel impone limitaciones en las dimensiones 
de la apertura y en la posicion del punto de observacion. conocer el rango de la 
aproximacion de Fresnel hay que considerar cuando el primer termino desprecia- 
do, el termino cubico, vale 1 , es decir, que su fase sea despreciable. Calculando este 
termino y obligando a que sea muy pequeno, obtenemos el rango de validez 

Z » \j-^[(x-£) 2 +(y-V) 2 ] Z nuix- (M- 5 ) 

Para poder determinar el valor de la distancia, tambien se puede utilizar el numero 
de Fresnel, np , que se define como 


»F = y z , ( 14 - 6 ) 

donde a es el tamano maximo del elemento difractor. Cuando resulta que rip 1 
podemos considerar que la aproximacion de Fresnel es valida. cuando rip -A oo, es 
valida la aproximacion geometrica, Figura 14.1. 


METODO DE CALCULO 


La integral de Fresnel (14.3) no se puede resolver de forma analitica en el caso 
general. No obstante, existen diversos problemas de gran interes, como veremos 
en este tema, donde es posible resolver las integrales involucradas. La siguiente 
integral se utiliza frecuentemente en la aproximacion de Fresnel 



( [ax 2 +bx+c) dx = 



( 14 - 7 ) 


En el caso que esta integral no se compute en todo el rango, sino de 0 a x se obtiene 

J e -(ax 2 +bx+c)d x = ^-c erf ^y/ax+ • (14.8) 

Para resolver esta integral, existen dos funciones, el coseno de Fresnel y el seno 
de Fresnel que se definen como, Figura 14.2, 


C (oc) = J cos (rct 2 /!^ dt, 
S (oc) = J sin dt. 


(i 4 - 9 ) 

(14.10) 


1 a partir de ahora eliminamos el termino e lcvt 
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NfmO.l 


) N F -Ot 



Fraunhofer 

n F «1 


Figura 14.1: Numero de Fresnel y evolution de la distribution de intensidad entre los dife- 
rentes regimenes. 



Figura 14.2: Funciones C(x) y S(x). Cuando x entonces estas integrales se aproximan a 
un coseno y a un seno. 
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APROXIMACION DE CAMPO CERCANO 



Figura 14.3: Esquema de la difraccion en campo cercano por un semipiano. 


Ahora, con la facilidad de calculo actual de los ordenadores, la integral se suele 
resolver numericamente. 


DIFRACCION POR ESTRUCTURAS UNIDIMENSIONALES 


En muchas ocasiones el elemento difractivo depende solamente de una variable 
espacial. Esto significa que el campo a la salida del haz se puede escribir como 
Eg (£,77) = E 0 (£). Esto permite resolver una de las integrates, puesto que entonces 
el campo se puede escribir como 

ikz p poo 

E(x,y,z) — j Eo(£)e ! s( x- ?) 2 d£ j e ll k(y-n ) 2 drj, (14.11) 

y mediante (14.7) la segunda integral se resuelve de forma sencilla, resultando 



(14.12) 


Esto simplifica aun mas los calculos, pues solo tenemos que resolver una unica 
integral. El kernel de convolucion aqui se asocia a una onda cilmdrica. 


DIFRACCION POR UN SEMIPLANO 


Un ejemplo muy interesante para comparar con el modelo geometrico (existe 
una sombra abrupta igual a la proyeccion del objeto) es el caso de un semipiano. 
Sea una onda plana monocromatica en incidencia normal que ilumina dicho se¬ 
mipiano, Figura 14.3. El problema puede ser tratado como unidimensional y por 
consiguiente (14.12) es valida. Incluyendo el coeficiente de transmision del objeto 
difractor 

m = | 

esta integral se convierte en 


£> 0 , 

£< 0 . 


(14.13) 


E (x,y,z) 




4(*-?) 2 


e 2z 


d£- 
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14.6 DIFRACCION POR UNA RENDIJA 


mascara 



0 50 100 150 200 250 


Z= 10 fim Z= 100 fim 



Figura 14.4: Intensidad en campo cercano generada por un semipiano a 2 distancias para 
A = 0 , 6328 }im. A z — 10 ]im la difraccion se aproxima mucho al modelo geo¬ 
metrico, mientras que a z = 100 f/m se producen fluctuaciones en forma de 
maximos y mmimos. 


En la Figura 14.4, se resuelve la integral numericamente y se muestra el piano 
inicial en z = 0, que se ilumina con una onda armonica plana de longitud de 
onda A = 0,6328 ]im. Cuando se propaga muy pocas micras, la aproximacion de 
Fresnel ya empieza a ser valida. La distribucion de intensidad es muy parecida al 
modelo geometrico, aunque aparecen las fluctuaciones en la zona de transicion. La 
distribucion de intensidad en el campo cercano no es abrupta sino que aumenta de 
forma gradual realizando posteriormente un "rizado" alrededor del valor maximo. 
Muy lejos del borde la intensidad es la que geometricamente esperabamos, pero 
esto no ocurre asi cerca del borde. Asimismo, La posicion mas cercana al borde 
que cumple I (x,z) = Iq sucede cuando 



Claro esta que cuanto mas cerca estemos del borde o la longitud de onda sea 
menor, mas nos acercaremos al modelo geometrico de difraccion por un borde. Si 
analizamos el perfil, Figura 14.5, la distribucion de intensidad se separa al modelo 
geometrico (linea roja). En primer lugar la luz entra dentro de la zona de sombra 
(zona negra con h < 0 ). Asimismo, se ven las fluctuaciones cercanas al borde, 
donde la intensidad es mayor que la unidad. El periodo de las fluctuaciones es 
cada vez menor y la altura de las fluctuaciones cada vez se aproxima mas a I = 1. 


DIFRACCION POR UNA RENDIJA 

El caso de la rendija es muy similar al del semipiano excepto por los limites de 
integracion 

rr. r d / 2 .v 9 

E (x,y,z) = \ — e lkz E 0 / d£. ( 1 4- 1 5) 

V Az J-d /2 

En la Figura 14.6 se resuelve numericamente esta integral para una rendija de 
10 ]im de tamano. Para distancias muy cercanas se observa lo mismo que para el 
semipiano: la luz entra en la zona de sombra y en la zona de iluminacion aparecen 
fluctuaciones. Cuanto mas nos separamos de la mascara, la distribucion de inten¬ 
sidad es cada vez mas diferente al caso geometrico. Aparecen maximos y mmimos 
de intensidad y, para z muy grandes, (numero de Fresnel Np = a 2 /zA <C 1 ) la 
distribucion de intensidad se va aproximando a la transformada de Fourier de la 
rendija, como veremos en la aproximacion de Fraunhofer. 
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APROXIMACION DE CAMPO CERCANO 



-15 -10 -5 0 5 10 


h (perfil) 

Figura 14.5: Intensidad en campo cercano generada por un semipiano a una distancia muy 
cercana. La longitud de onda del haz incidente es A = 0,6328 ]im. Parece que 
se aproxima a un modelo geometrico. Ii observamos un perfil de intensidad, 
entonces se observan fluctuaciones (rojo es el modelo geometrico). La luz se 
introduce en la zona de sombre (h < 0 ). Tambien se observa que el maximo 
de intensidad no coincide con h = 0, sino que esta a una distancia superior 
(h « 4 fim). 




Figura 14.6: Campo cercano a distintas distancias de una rendija de 10 ]im de anchura. 
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14-7 DIFRACCION POR UNA ABERTURA CUADRADA 


201 


mascara 



-40-20 0 20 40 


Z=25 /im Z=271 fim Z=518 fim Z=765 fim 




Z=2000 /im 



Figura 14.7: Intensidad obtenida mediante la aproximacion de Fresnel para una abertura 
cuadrada de lado a = 75 }im, iluminada con un haz piano con longitud de onda 
A = 0 , 6328 }im para diversas distancias. 


DIFRACCION POR UNA ABERTURA CUADRADA 

Otro ejemplo significativo es el caso de la difraccion por una abertura cuadrada. 
A distintas distancias vemos que aparecen distribuciones bastante distintas al mo- 
delo geometrico. Por ejemplo, para z = 1500 ]im aparecen 4 maximos de intensidad, 
mientras que a z = 2000 }im aparece otra vez una distribucion cuadrada bastante 
uniforme, pero con un tamano menor. Este tipo de estudios es muy importante 
en aplicaciones como fotolitografia, para la grabacion de placas microelectronicas 
de circuitos impresos. Hay formas de obtener la distribucion deseada a una cierta 
distancia, modificando la mascara. 


CAMPO EN EL PLANO DE FOURIER DE UNA LENTE 


Un problema de gran interes es analizar que ocurre en el piano focal de una lente 
convergente. Vimos en (13.18) que la transmitancia de una lente tiene la forma 


t&v) = p &V) ex Y> 


—ik 


(£ 2 + v 2 ) 

2/' ~ 


(14.16) 


donde P(£,tj) es el diafragma que produce la lente y f es la focal imagen. La 
distribucion de intensidad en campo cercano viene dado por (14.3) 

E {x,y,z) = j^e lkz jj E 0 (£,f/)e'E[( x -f) 2 +(^-'/) 2 ]^d// (14-17) 

donde el campo justo a la salida de la lente resulta 


E 0 (f,7/) = E,-„ c (f,?7)P(f,J7)exp 


-ik 


+ V 2 ) 

2 f 


(14.18) 


Esto significa, por ejemplo, que si el haz incidente es una onda plana, a la salida 
de la lente tiene un frente de ondas esferico, convergente si la focal es positiva 
y divergente si la focal es negativa, Figura 14.8. Introduciendo (14.18) en (14.3) 
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APROXIMACION DE CAMPO CERCANO 




Figura 14.8: Cuando incide un haz piano sobre una lente convergente, el haz de salida es 
esferico. 


obtenemos que el campo resulta 

E 


(x,y,z) = iXz etkZ ff E inc(Z,il) p (?;,v)e 2 G f') +t ~^ +yn) d^dr]. 

En el piano focal de la lente z = /' y la integral se simplifica 

E (x,y,f) = ^inc^,ri)P{^^)e 7{xi+yV) dl,dr] 


(i4-!9) 


(14.20) 


Lo que nos indica que en el piano focal de una lente el campo obtenido no es un 
punto, como asume la optica geometrica, la transformada de Fourier del campo 
justo despues de la lente. Esto lo analizaremos con mas detalle en la aproximacion 
de Fraunhofer. Si el campo incidente es una onda plana en incidencia normal, 
E inc = E 0 , el campo en el piano focal de la lente resulta 

E (x,y,f) = Eq^jjjTF [P&r,)} . (14.21) 

Este resultado es muy importante. El campo en el piano focal de la lente no es un 
punto sino la transformada de Fourier de la pupila. Este es el motivo por el que los 
telescopios y, en general, todos los instrumentos opticos, funcionan mejor cuanto 
mayor es la lente. Si la lente fuera de un tamano infinito, entonces se cumple la 
aproximacion geometrica 


, e ik f' 

E( x,y,f ) - E 0 — 5 (x,y). (i4- 22 ) 

Por ejemplo, en la Figura 14.9 se muestra la distribucion de intensidad en el piano 
focal imagen y el perfil radial. 


DIFRACCION POR UNA ABERTURA CIRCULAR 


Sea el caso de la abertura circular de radio R donde iluminamos con una onda 
plana en incidencia normal E z - nc (£,?/) = E 0 . Para calcular el campo en un punto 
Pq = ( x,y,z ) vamos a considerar la simetria del problema. Para ello realizaremos 
un cambio de coordenadas a polares, £ = pcosO, rj = psinO, x = p'cosO', y = p'sin^'. 
Entonces, introduciendo el coeficiente de transmision para una abertura circular 


K£'V) = 


1 ^? + V 2 <R, 

0 resto. 


(14-23) 
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I4.9 DIFRACCION POR UNA ABERTURA CIRCULAR 



Figura 14.9: Difraccion en campo cercano producido por una lente. En la position focal 
aparece el conocido disco de Airy, que analizaremos con mas detalle en la apro- 
ximacion de Fraunhofer. 



Figura 14.10: Abertura circular. 
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APROXIMACION DE CAMPO CERCANO 


mascara 



-40-20 o 20 40 


Z=25 fun 


10 



J 

y 




Z=271 fim 



Z=518 fim 



Z=765 fim 




Figura 14.11: Intensidad obtenida mediante la aproximacion de Fresnel para una abertura de 
radio a = 40 iluminada con un haz piano con longitud de onda A = 0 , 5 pm 
para diversas distancias. 


Z =1282 fim 


o 


-40 

-40 -20 0 20 40 

Figura 14.12: Intensidad obtenida mediante la aproximacion de Fresnel para una abertura 
de radio a = 40 pm, para la distancia z = z Fresne \/ 2 , donde z Fresne \ = a 2 /A. 



reordenando y considerando que d^drj = pdpdO, el campo difractado resulta 

E(P 0 ) “ ^EojTzP ' 2 f R pdp f 2 n dde^iP 2 - 2p/“ S (0)]_ ( 14 .24) 

^AZ Jo JO 

Esta integral es complicada de resolver analiticamente. En la Figura 14.11 se mues- 
tra la intensidad difractada para diversas distancias, obtenida por un calculo nume- 
rico. Se observa que cuando estamos muy cerca del objeto, la intensidad se parece 
a la geometrica excepto por una serie de anillos de luz cerca de los hordes. Sin 
embargo, en la zona central la intensidad es bastante uniforme. No obstante, a me- 
dida que nos separamos el comportamiento se separa del geometrico apareciendo 
maximos y mmirnos de luz en el centro del circulo. 

Incluso, existe una posicion en la cual la intensidad de luz desaparece en el 
centro del circulo, como se observa en la Figura 14.12. 
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14-9 DIFRACCION POR UNA ABERTURA CIRCULAR 


20 5 



Figura 14.13: Distribution de intensidad en el eje. A partir de una cierta distancia el decai- 
miento es inversamente cuadratico. 


Podemos analizar este comportamiento estudiando analiticamente la intensidad 
en el eje, puesto que esta integral si es resoluble. Para estudiar el eje, se considera 
p f = 0 en (14.24) 


pikz , 2 rR p2.7t , 

E ( ? °) “ iXz E ° etTzP /o pdp Jo deelTzP ' (M-^) 

La dos integrales se pueden resolver de forma sencilla, obteniendose 

E (P 0 ) = E 0 e ikz (e^ Rl - l) , (14.26) 

por lo que la intensidad es 

1 (P 0 ) = 4 |E 0 | 2 sin 2 ■ (i 4 - 2 7 ) 

En distancias mas cercanas tenemos fuertes fluctuaciones que son mas rapidas a 
medida que nos acercamos a la mascara. La ultima fluctuation aparece cuando 
tcR 2 / ( 2 Az) = tc, es decir, z = R 2 / 2 A y cuando z -A oo, mediante un desarrollo en 
series se obtiene 

7 (P 0 ) ~ |Eo| 2 , (14-28) 

que presenta un decaimiento cuadratico con la distancia, como se muestra en la 
Figura 14.13. 

CONCLUSIONES 

■ La aproximacion de Fresnel es menos restrictiva que la de Fraunhofer y se 
aplica cuando no estamos excesivamente cerca. El numero de Fresnel es un 
parametro que nos informa sobre cual aproximacion hay que utilizar. 
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APROXIMACI6 N de campo lejano 


Cuando la distancia al elemento difractor es suficientemente grande, la aproxi¬ 
macion de Fraunhofer nos permitira obtener resultados analiticos con mayor faci- 
lidad a partir de la transformada de Fourier. La difraccion tiene importancia en el 
analisis de instrumentos opticos, pues limita su capacidad de resolucion. 
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13.7 Difractometria. 213 

13.8 Doble rendija. 216 
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13.10 Poder resolutivo de los instrumentos opticos. 218 


OBJETIVOS 

■ Conocer la fenomenologia relacionada con la difraccion en campo lejano. Sa¬ 
ber calcular ejemplos sencillos. 

■ Conocer y aplicar el principio de Babinet 

■ Saber que los instrumentos opticos estan limitados por el poder resolutivo. 


APROXIMACION DE FRAUNHOFER 


La aproximacion de Fresnel explica bien el comportamiento ondulatorio de la luz 
cuando esta se propaga en distancias mas o menos cercanas. Ahora bien, cuando 
el numero de Fresnel es muy pequeno rip = a 2 / (Az) <C 1 , se puede hacer una 
aproximacion mas restrictiva, la aproximacion de Fraunhofer, que permite obtener 
resultados analiticos y numericos de una forma mas sencilla. En la aproximacion 
de Fraunhofer, no nos quedamos con los terminos cuadraticos, sino que estos se 
consideran muy pequenos y unicamente consideramos los terminos lineales de la 
exponencial 


k 
2 z L 


0 - £) 2 + (y - v ) 2 


k_ 

2z 


(x 2 + £ 2 - 2 £x + y 2 + rj 2 - . 


( 15 - 1 ) 


Es facil eliminar x 2 y y 2 , pues no hay que integrar sobre ellos. Mas dificil es librarse 
de £ 2 y r] 2 . La aproximacion de Fraunhofer consiste precisamente en decir que su 
contribucion a la integral es pequena. Dicho de otro modo 


k_ 

2z 



< 1 , 


(15-2) 
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208 aproximacion de campo lejano 


aproximacion de 
Fraunhofer 



Figura 15.1: Uso de una lente convergente donde el campo difractado en el piano focal (apro¬ 
ximacion de Fresnel) es semejante al campo lejano (aproximacion de Fraunho¬ 
fer). Se incluye el sistema de coordenadas. 


resultando que la aproximacion de Fraunhofer es valida cuando 


z>> a(^Lx“' 


(15-3) 


es decir, cuando z zp. Despreciando los terminos cuadraticos en la fase y que- 
dandonos unicamente con los lineales obtenemos 


E(.*,i/,z) = 


Jk{z+- 


~) 


ikz 


II E 0 


Si definimos la transformada de Fourier como 


/ oo 

-00 


(154) 


(15-3) 


el campo a una distancia suficientemente lejana se puede obtener como la transfor¬ 
mada de Fourier del campo justamente despues del objetivo difractor, E 0 (£,//) = 

t (£'V) ^inc i&V) 


E (x,y,z) = 


v 2 1 ,.2 

e ik(z+ x -^L) 

iXz 


TF [E 0 


(15.6) 


donde en nuestro caso v = x/kz. 


Esta formula es de gran interes puesto que las propiedades de la transformada 
de Fourier son muchas y conocidas. 


APROXIMACION DE FRAUNHOFER EN EL PLANO FOCAL DE UNA LENTE 


Como hemos visto en la seccion 14.8, hay una forma de satisfacer la condicion de 
Fraunhofer sin alejarse mucho de la abertura. Consiste utilizar una lente delgada 
convergente y mirar en el piano de Fourier. 

Al incluir una lente de este tipo, la luz que iria a parar a un Pq en el infinito va 
a concurrir, de hecho, sobre el piano focal imagen de la lente. Ubicaremos la lente. 
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15.3 PROPIE DAD ES DE LA TRANSFORMADA DE FOURIER 209 


fix) 

Fis) 


/(«*) 

/(*) + x(*) 

F(s) + G( s) 

Similitud: cuanto mas ancho es el objeto, 
mas estrecha es su figura de difraccion 
Adicion: Difraccion es lineal en los campos 

/(x - n) 

e" 2 ”“‘F(s) 

Desfase: Se produce un desfase al desplazar el 



objeto 

f(x) COS OJ.V 

‘ F ( s 'd +lf ( s+ d 

Modulacion 

/M * sM 

F(s)C(s) 

Convolucion 

/(x)./*(-x) 

|f( s )| 2 

Autocorrelacion 

/'M 

i2jrsF(s) 

Derivada 

£[/W*«W] = 

: /' W * A*) = A*) * $’(*) 

Derivada de convolucion 


J~JF(s)p<fe 

La energia se conserva 


- \°° F(s)G*{s) ds 

J -OC 

Potencia 


fr*./MM "*) dx = f^Ws) * (f y 9 real) 


Figura 13.2: Propiedades de la transformada de Fourier. 


por sencillez, paralela al piano que contiene la abertura. Segun (14.21) el campo es 
la transformada de Fourier de la pupila 


, e ik f' 

E(x,y,f) = E 0 — TF [P&rj)], 


(1 5 - 7 ) 


Mediante consideraciones geometricas que se muestran en la Figura 15.1, 

tan6 x =l = f 
tane y = y- = y f 

de donde 

x' = xf/z, 

y’ = yf/z • 

Por consiguiente, el campo en el piano focal de la lente (14.21) resulta 


(15.8) 


(15-9) 


E(*,y,z) = 


P ik{z+- 


iXz 


I MZ,y)e ‘ 




(15.10) 


PROPIEDADES DE LA TRANSFORMADA DE FOURIER 


Puesto que el campo difractado en campo lejano se calcula a traves de la trans¬ 
formada de Fourier, sabiendo las propiedades de la transformada de Fourier se 
puede conocer las propiedades del campo lejano. En la Figura 13.2 se muestran 
algunas de las propiedades: 

1. Cuanto mas ancho es el objeto, mas estrecha es su figura de difraccion. 

2. Fenomeno lineal en el campo: jya sabiamos! 

3. Se produce un desfase al desplazar el objeto. 
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APROXIMACION DE CAMPO LEJANO 


Function 

Transform 

exp[-;ra 2 x 2 ] 

1 r ?" 

n exp 

M l a 1 

Rect(ax) 

rrsinc (£/a) 

M 

A (ax) 

rjsinc 2 (£/a) 

H 


1 

exp [j‘ 7 tax] 


Sgn(ax) 

a 1 

H M 

combf-—— =|a| T J(x-x 0 -wa) 

\ a J 

|a| comb j — 2 — exp [-7 27 tx 0 ^] 

Vl/ay 

exp[y7ca 2 x 2 ] 

1 

i-rexp[/7t/ 4 ] exp 

M L » J 

1—1 

X 

0 

1 

If 1 

0 

1 2 

Hl+( 27 t^/a ) 2 

COS (2 JT^x) 


sill (2 TT^x) 


Grc ( r ) „ r • / \n 1 f M 2 * p) 

Bp [ clrc ( r )J - 2 n p 2 Jo r M r ) dr ~ p 


Figura 15.3: Ejemplos de transformadas de Fourier. 


4. La energia en campo lejano es igual a la energia justo despues del elemento 
difractor. 

Tambien se conocen las transformadas de Fourier de gran cantidad de funciones, 
por lo que se puede conocer la distribucion del campo obtenida en campo lejano. 
Algunas de esas funciones se muestran en Figura 13.3. 

PRINCIPIO DE BABINET EN APROXIMACION DE FRAUNHOFER 

El proceso de difraccion que hemos estudiado es un proceso lineal. Por ello, 
podemos dividir la apertura en zonas geometricamente separadas, Si,S2,* • • ,S n 
donde S tota i = Sj + S2 + • • • + S n representa el campo total transmitido por la 
apertura. La propagacion de partes separadas se puede concatenar y el resultado 
despues de la propagacion se puede anadir para producir el campo de la abertura 
completa 

= Ej + E 2 + • • • + E n . ( 1 5- 11 ) 

Esta ecuacion es, en esencia, el principio de Babinet. El campo difractado de una 
apertura se puede descomponer en componentes y propagarlo separadamente. Es- 
to per mite realizar una sencilla " algebra de aperturas" y dividir un problema de 
difraccion complejo en funcion de distribuciones conocidas mas sencillas, como se 
muestra en la Figura 13.4. 

Una consecuencia importante relacionada con el principio de Babinet es el princi¬ 
pio de aperturas complementarias, Figura 13.3. El principio de Babinet determina 
como se relacionan figuras de difraccion producidas por aberturas complemen¬ 
tarias. En la Figura 13.6, si las aperturas D y E son complementarias, es decir 
D + E = 1 , El campo de D se puede calcular a traves del campo en E mediante 

E d + E e = Eoo (13.12) 

abertura + complementario = incidente 
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A 


C 



A 



+ 


^ 7777777 > 


$ : 



^///////^ 

7777777i 



////'///* 


Figura 154: Algebra de aperturas. Se puede conocer el campo difractado por una abertura 
compleja si sabemos escribirla como combination de aperturas mas sencillas. 
Por ejemplo, la apertura A se puede descomponer en dos aberturas C-B. Los 
campos llevaran tambien esta relation. 



Figura 15.5: Dos mascaras complementarias. 
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APROXIMACION DE CAMPO LEJANO 



Figura 15.6: En la imagen vemos distintas aberturas complementarias. Por el principio de 
Babinet podemos tratar las figuras complementarias del mismo modo que las 
originales, siempre que incidamos con una onda plana en regimen de Fraunho¬ 
fer. 



Figura 15.7: Esquema de la abertura cuadrada. 


Como consecuencia de la linealidad del proceso esto resulta 

E D = Eoo - E e (15-13) 

abertura = incidente — complementario 

Si el campo incidente es todo el piano, entonces £00 = S ( 0 ) 

I D = £( 0 ) + I E (15-14) 

Entonces, en campo lejano, para dos aberturas complementarias en regimen de 
Fraunhofer iluminadas por ondas planas las figuras de difraccion son iguales sal¬ 
vo en un punto. Esto nos permite limitarnos a estudiar aberturas y olvidar los 
obstaculos. 


ABERTURA RECTANGULAR 


Sea una onda armonica plana, cuya incidencia no es normal, E znc (£,7/) = 
que ilumina una abertura rectangular descrita mediante, Figura 15.7, 




1 ge(-a/2,a/2)ij e(-b/2,b/2), 

0 resto 


(15-15) 
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15.6 RENDIJA UNIDIMENSIONAL 



Figura 15.8: Distribution de intensidad en el campo lejano generada por una abertura rec¬ 
tangular. 


Entonces el campo difractado se puede calcular a traves de la siguiente integral. 
Debido a la simetria del problema la integral doble se separa en dos integrales 
simples 


E(i'.y') = ■ 


(15.16) 


donde k = exp[ik(z + ^^-)\/i\z. Esta integral se resuelve de forma sencilla 


E (x',y') = 4?cabEo- 


sen 


(k x — kjr)j sen (ky — kjr)j 


(kx-kfn (Jfcy-Jfcf)l 

Por consiguiente la intensidad resulta 


I = lysine 2 


x \ a 


( k x~ k jj) 2j 


sine 


2 


(! 5 -! 7 ) 


(15.18) 


donde Io la intensidad maxima y sinc(x) — sin(x)/x. En la Figura 15.8 se muestra 
una imagen de esta distribution. 

Veamos algunas consecuencias que se derivan de la distribution de intensidad: 

1. La distribution de intensidad presenta una serie de maximos y mmimos en 
las dos direcciones perpendiculares del rectangulo. 

2. El maximo central es el mas intenso y los siguientes decaen rapidamente. 

3. En la direction donde la abertura es mas ancha, la distribution de intensidad 

es mas estrecha. La condition de los mmimos en cada direction resulta (k x ~ 
kjr)a /2 = mrc y {k y — = mn, con m = ±1,±2. 

En el caso de una abertura cuadrada, los dos perfiles son, obviamente, identicos, 
como se observa en la Figura 15.10. 

RENDIJA UNIDIMENSIONAL 

Si en la abertura rectangular una de las dimensiones es mucho mayor que la otra 
se obtiene una rendija, Figura 15.11. Matematicamente, se hace tender, por ejemplo, 
b a 00 . 
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APROXIMACION DE CAMPO LEJANO 



Figura 15 . 9 : Distribution de intensidad en el campo lejano generada por una abertura rec¬ 
tangular. 


mascara campo lejano 



0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 


Figura 15 . 10 : Distribution de intensidad en el campo lejano generada por una abertura cua- 
drada de un tamano de 15 }im iluminado por un haz piano cuya longitud de 
onda es A = 0,6328 ]im. 
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15-7 DIFRACTOMETRIA 



Figura 15.11: Esquema de una rendija a partir de una abertura rectangular. Intensidad en el 
campo lejano generada por una rendija. 


La Figura de difraccion se puede deducir a partir de la abertura rectangular, 
aunque en la direccion y' la Figura se comprime puesto que lim^oo bsinc[b(y' — 
yo)] = Ky’ — yo)/ como se muestra en la Figura 15.11. 


I(x') = Io 


sen ((fc* 

(**-*£)§ 


5 (y' - yo) 


(15-19) 


DIFRACTOMETRIA 


Una aplicacion de la difraccion que presenta una gran importancia practica es 
el calculo del tamano objetos de pequeno tamano, comparables con la longitud 
de onda. Para ello se mide la distancia entre los mmirnos de difraccion. Esto es 
debido a que cuanto menor es el objeto, mas separados estan y mejor se pueden 
medir. En la direccion x' las coordenadas del cero que limita al maximo central 
por la derecha y x / _ 1 del que lo limita por la izquierda son, respectivamente 




a 

2 


= — 7 T 


por lo que el tamano del maximo central en la direccion x' resulta ser 

A* = K.= 2 f\. 

En la direccion y r los calculos son analogos, y su resultado es 




(15.20) 
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APROXIMACION DE CAMPO LEJANO 



Figura 15.12: Esquema que muestra la difraccion en campo lejano por una doble rendija. 


Como se observa en la ecuacion, la distancia Ax entre mmirnos de difraccion au- 
menta con la longitud de onda y con la longitud focal. Por otra parte, cuanto mas 
pequena es la abertura, mayor es la distancia entre mmirnos. 


DOBLE RENDIJA 


Los fenomenos difractivos e interferenciales tienen la misma naturaleza y se pue- 
den estudiar tambien a partir de la aproximacion de Fraunhofer. Sea el esquema 
de la Figura 15.12 donde una onda plana donde el vector de ondas esta contenido 
en el piano xz, Ej nc (£) = E^e 1 ^ = Eo£ z ^ sm0 , ilumina un sistema de dos rendijas 
de tamano a separadas una distancia d. 

Utilizando el esquema de la Figura 15.12, la distribucion en el campo lejano 
resulta ser la suma en las dos aberturas 


(*') «E 0 r i f' {x '®dZ + E 0 f^' 1 e m^) e i f' {x 'Z ) d£, (15.21) 

J-a/2 Jd-a/2 


Haciendo en la 2 a integral el cambio de variable = £ + d y volviendo a realizar 
el cambio de la variable muda obtenemos 


ra/2 

(V) <X E 0 / 

J —a/2 


ik(sm6-^)^ 


*d£ + E 0 e 


ik(sin6—j r )d 


’ r a/2 

J-a/2 


ik (sin 6— L 

e J 




(15-22) 


Considerando que 1 + e l<f = 2 e l(> ^ 2 cos <p tenemos que la intensidad en el campo 
lejano resulta 


I = Arsine 2 




2 

cos 




(15-23) 


que es la composicion de los dos efectos, difractivo dado por el termino sine y la 
interferencia, dada por el termino cos 2 . En realidad el esquema Figura 15.12 es el 
experimento de la doble rendija de Young donde las rendijas tienen un tamano 
finito. 

El problema que se plantea aqui es el problema de la interferencia entre las 
dos rendijas, Figura 15.13. Si tenemos una unica rendija tenemos una distribucion 
h = h = sine 2 (;tfcf), mientras que si tenemos las dos rendijas a la vez, por el 
hecho de ser iluminadas con una onda armonica plana tenemos un nuevo termino 
producido por el desfase relativo en el campo. Este desfase es debido a la posicion 
de cada una de las rendijas. 
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Figura 15.13: Intensidad de campo lejano de la doble rendija. Se compara con la distribucion 
de una unica rendija. 



Figura 15.14: Intensidad en el campo lejano producida por una abertura circular. 


ABERTURA CIRCULAR 


Supongamos que una abertura circular de radio a es iluminada por una onda 
plana monocromatica en incidencia normal E\ nc (£,*/) = Eg. La transmitancia resul- 
ta 


KC>v) = 


1 V-\/£ 2 + rp- < a 
0 Vy^g 2 + rp- > a 


(15-24) 


Un esquema del problema se muestra en la Figura 15.14 

Debido a la simetrla del problema es mas conveniente escribir la transformada 
de Fourier en coordenadas polares. 


£ = p cos 6 x' = p' cos 6 ' 


dgdrj = pdpdO 


(15-25) 


r] — p sin 6 y' — p' sin 9 ' 

Entonces la integral que rige la aproximacion de Fraunhofer se puede escribir como 

JjrPP'cos(0-0') 


E (p ! , 9 ') ocE 0 / pdp [ 
J 0 Jo 


(15.26) 
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218 aproximacion de campo lejano 


difraccion por una 
abertura circular 


mascara campo lejano 



Figura 15.15: Distribution de intensidad radial producida por la apertura circular. 


Por simetria, la solution es independiente de 6 f por lo que mediante un sencillo 
cambio de variable obtenemos 


E(p') ocEo r pdp r e~ i] r pp,cose de 

J 0 J 0 

Este integral se resuelve con las funciones de Bessel 



por lo que la intensidad resulta 


II 

--1 

1 

tic 

_1 

2 

kap 1 

/ 


L ~T . 



(15-27) 


(15.28) 


(15.29) 


que se muestra en la Figura 15.15. 

La energia relativa de los primeros lobulos resulta ser: ler anillo: 84 %, 2 0 anillo: 
7%, 3er anillo: 2.8%. definida como la intensidad total dentro de cada lobulo. 



El tamano de la mancha central se puede calcular obteniendo el radio del maximo 
central (que concentra el 84% de la luz). El radio del primer cero de la funcion de 
la Figura es 

x fa' = 1/2271 =*■ p' = 1 / 22 yJ' (15-31) 

En campo lejano se observa un circulo rodeado de anillos, en vez de un solo punto 
segun la optica Geometrica. Esto hace disminuir el poder resolutivo de un instru- 
mento optico, definido como la capacidad de distinguir objetos proximos. 

PODER RESOLUTIVO DE LOS INSTRUMENTOS OPTICOS 

La difraccion limita la capacidad de los instrumentos opticos de formar buenas 
imagenes. Para analizar esta capacidad de formation de imagenes, consideremos 
un par de puntos muy alejados y un sistema formador de la imagen que represen- 
taremos por una lente delgada convergente, Figura 15.16. 

Este es un problema de difraccion de Fraunhofer pues cualquier sistema optico 
tiene un tamano finito y constituye un diafragma para la luz. La luz proveniente 
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Figura 15.16: Poder resolutivo de una lente. Llamaremos D la distancia mutua de los objetos 
puntuales, L a su distancia al instrumento, f a la focal del sistema y d a la 
distancia entre las dos imagenes formadas. 



Figura 15.17: Criterio de Rayleigh de resolucion de dos objetos lejanos. a) objetos resueltos, 
b) en el limite, c) objetos no resueltos. 


de ambos objetos llegara a la abertura circular en forma de onda plana. Cada onda 
plana se difractara y en el piano focal se formaran dos manchas de difraccion. 

Si las dos manchas-imagen solapan, hay una cierta perdida de informacion, pues 
solo seriamos capaces de ver una imagen de dos objetos, Figura 15.17. El criterio es 
que las imagenes estan resueltas si distan entre si mas que el tamano de la mancha 
central de difraccion 

d > r 1 , (15.32) 

y no lo estaran en otro caso. Dicho de otro modo 

d > 1,22 (15.33) 


o bien (por trigonometria), 

d _ D 
f ~ if' _ 2 L' 


( 15 - 34 ) 


resolucion de un 
instrumento 
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APROXIMACION DE CAMPO LEJANO 


por lo que 


D A 

L ^ 


( 1 5 - 35 ) 


Este es un criterio de resolucion angular. Solo depende de la longitud de onda y 
del tamano de la abertura. Pero no depende de la focal: no aumentamos el poder 
resolutivo con un instrumento que aumente mas. Esto significa que para mejorar 
el poder resolutivo debemos aumentar el tamano de las lentes o utilizar longitudes 
de onda menores. 

El poder resolutivo de un instrumento es, pues, su capacidad de distinguir ob- 
jetos lejanos. Para un instrumento compuesto hay que considerar esto de modo 
relativo, pues el primer diafragma destruira las ondas planas y habra que hacer 
calculos extra para los siguientes. 


CONCLUSIONES 

■ La difraccion limita el poder resolutivo de los instrumentos opticos. En lugar 
de la distribucion geometrica de intensidades, se produce un emborronamien- 
to. El criterio de Rayleigh nos permite determinar cuando un instrumento 
formador de imagenes permite separar dos objetos lejanos. 
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COHERENCIA 



Las ondas electromagneticas estan producidas por la combinacion de multitud 
de ondas emitidas por atomos sujeto a continuas excitaciones. Es por ello que 
el sencillo concepto de onda plana u onda esferica no suele ser el adecuado para 
casos reales. Se introduce asi la idea de una onda real como una onda parcialmente 
aleatoria en el tiempo y el espacio cuyo tratamiento requerira de herramientas de 
origen estadistico. Surge entonces el concepto de coherencia espacial y temporal. Se 
analizaran las principales definiciones que permiten describir este tipo de ondas 
asi como su propagacion. Se estudiara tambien el efecto de la coherencia en las 
interferencias y la difraccion. 


Indice 

16.1 Coherencia en campos opticos. 224 

16.1.1 Coherencia y distribucion espectral. 225 

16.2 Efecto de la coherencia en la interferencia. 226 

16.2.1 Visibilidad de las interferencias con luz parcialmente cohe- 

rente. 228 

16.3 Efecto de la coherencia en la difraccion. 228 

16.3.1 Tipos de fuentes . 230 

16.3.2 Difraccion con una fuente espacialmente coherente . . . 230 

16.3.3 Difraccion con fuente espacialmente incoherente: teore- 

ma de Van Cittert-Zernike. 231 

16.3.4 Difraccion con fuente parcialmente coherente. 232 

16.3.5 Ejemplo: doble rendija de Young con fuente de tamano 

fini to. 232 

16.3.6 Coherencia de un haz reflejado por una superficie rugosa 234 


OBJETIVOS 

■ Comprender que los campos electromagneticos reales presentan fluctuacio- 
nes espacio-temporales de origen estadistico. 

■ Grado de coherencia y relacion con la distribucion espacial. Tiempo de cohe¬ 
rencia y relacion con la anchura espectral. 

■ Desarrollar modelos de estudio de la propagacion de ondas con coherencia 
parcial. 

■ Aplicar conceptos de coherencia a las interferencias y la difraccion. 

REFERENCIAS GENERALES! 

■ Goodman J.W. "Statistical optics", Wiley-Interscience (1985). 

■ Ogilvy J.A. "Theory of Wave Scattering from Random Rough Surfaces" Adam 
Hilger (1991). 

■ Mandel L., Wolf E. "Optical coherence and quantum optics", Cambridge Uni¬ 
versity Press (1995). 
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COHERENCIA 



Figura 16.1: Ejemplo de onda con fluctuaciones aleatorias en la amplitud. Se producen saltos 
que no se pueden prever. 


COHERENCIA EN CAMPOS OPTICOS 

Hasta ahora, los fenomenos opticos estudiados se han tratado con ondas ideales 
de las cuales se conoce su comportamiento completo. Asi, cuando hablamos de una 
onda armonica plana, E (r, t) = E 0 ^( k r - a;f +^) / se asume que todos los parametros 
son constantes y conocidos. Sin embargo, esto no es asi. La luz esta formada por 
emisiones de multiples atomos y, en la mayoria de los casos, dichas emisiones 
estan desincronizadas. En el caso mas comun de emision espontanea 1 , los saltos 
entre niveles son completamente aleatorios y, por ello, tambien lo son los saltos de 
fase. Por ello, la luz tiene una cierta componente aleatoria. Esta aleatoriedad puede 
afectar a cualquiera de los parametros que caracterizan la luz, como la amplitud, la 
fase o el estado de polarizacion, Figura 16.1. Por ello, es necesario utilizar conceptos 
estadisticos para analizar el comportamiento de la luz que presenta una cierta 
aleatoriedad. Tambien analizaremos como afectan estas propiedades estadisticas 
de la luz en los fenomenos opticos, como la interferencia y la difraccion. 

Inevitablemente E(r, t) es una variable aleatoria. Es por ello necesario realizar al- 
gun tipo de analisis estadistico, basado en promedios temporales y espaciales, de 
forma analoga a los promedios en la respuesta de los detectores, capitulo 2. Este 
promedio no se puede realizar sobre el campo, puesto que para la practica totali- 
dad de las fuentes comunes (E(r, t)) = 0 . A 1 igual que con el vector de Poynting, 
los parametros medibles y de interes suelen ser los segundos momentos. En este 
sentido se define coherencia como el promedio en un punto del espacio o en el 
tiempo entre dos campos diferentes, Ei (r, t) y E2(r, t). La coherencia mutua 

T n (r,t) = (EifrOEKr,*)), 

mide el grado en el que dos campos electricos se parecen entre si, es decir, si 
estan correlacionados. Si la fuente es estacionaria los promedios estadisticos no 
dependen exactamente de t\ y t 2 sino de la diferencia entre los tiempos. Entonces, 
la coherencia mutua resulta 


r 12 (r,r) = (16.1) 

Para medir la correlacion entre los campos, se suele normalizar este parametro. De 
esta forma se define grado de coherencia como 

= |(E 1 M)E*(r,f))| = |r 12 (r,f)| 

|Ei (r,f)| 2 )^/<|E 2 (r,0)| 2 ) 0 h 0 

De esta forma ]i G ( 0 , 1 ). Cuando el grado de coherencia es maximo, \i = 1 , el 
grado de correlacion entre campos es maximo, mientras que cuando el grado de 


i http://es.wikipedia.org/wiki/Emision_espontanea 
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l6.1 COHERENCIA EN CAMPOS OPTICOS 



Figura 16.2: En una onda estacionaria, las propiedades estadisticas dependen de t = — t\. 


coherencia es rninimo, ]i = 0, las propiedades estadisticas de los dos campos son 
completamente diferentes. 

Cuando medimos la coherencia entre dos puntos diferentes, E 1 (r 1 ,t) y E2(r 2 ,t) 
se denomina coherencia espacial, mientras que si medimos la coherencia entre dos 
tiempos diferentes Ei(r ,t\) y E2(r, t^) se denomina coherencia temporal. 

Coherencia y distribucion espectral 

Supongamos que tenemos una onda y medimos el campo cada una de ellas en 
un tiempo distinto 2 


E1O1) = j E 0 ,coe~ lwh dco, 

Mh) = J E 0 rW e~ iwt 2 dco, 

donde asumimos que las amplitudes de cada una de las frecuencias es una variable 
aleatoria. Veamos cual es el grado de correlacion entre los campos 

(E 1 (t 1 )E|(f 2 )} = J! ( E 0 , Wl Eo, W2 ) e~ iw ' h e-^dwxdwi- (16.3) 

Para calcular esta integral vamos a considerar, en primer lugar que la onda es es¬ 
tacionaria. Esto significa que depende de t 2 ~h- Tambien, vamos a considerar que 
la correlacion entre las amplitudes de frecuencias distintas es nula. Esto significa 
que 

(Eo^Eo*^) = (|E 0 ^ | 2 ) S (u>2 ~ a>i) • (16.4) 

Esto nos permite eliminar una integral, de forma que resulta 

(Ei(fi)E!(f 2 )) = I (\E 0 /W \ 2 ^e- iu, ^-^dco, (16.5) 

donde hemos cambiado la variable de integracion a co. Definiendo r = ^ — h y 
considerando que ^|Eo,o;| 2 ^ = K 00 ) resulta que 

y(r) oc f I(cv)e~ icvT dcv = TF [/(a;)]. (16.6) 


2 eliminamos la dependencia espacial, para simplificar. 
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Figura 16.3: Cuando la anchura espectral es grande, el grado de coherencia es pequeno, 
y viceversa. en esta grafica Ao; es la anchura espectral y At es el tiempo de 
coherencia. 


Co 

herence lengl 

h 

Light source 

Wavelength 

Coherence length 

HeNe singelmode 

633 nm 

100 m 

HeNe 

multimode 

30 cm 

Argon ion 

488/515 nm 

20 mm 

Dye, not tuned 

multimode 

0.2 mm 

Dye, tundtl using a 
wedge 

multimode 

1.4 mm 

GaAIAs, 

singelmode 

670-905 nm 

3 m 

Laserdiode 

Multimode 

0.8 mm 

Sodium lamp 

2 lines @ 589 nm 

0.6 mm 

Sun light 

500 nm 

1 pm 


Figura 16.4: Longitudes de coherencia en algunas fuentes. 


Esta ecuacion, que se define como el teorema de Wiener-Khintchine, nos dice que 
el grado de coherencia temporal de un haz de luz (de una fuente luminosa) se 
puede calcular como la transformada de Fourier del espectro luminoso. 

Como hemos visto en el tema de difraccion, sabemos entonces, que cuando la 
anchura espectral de la fuente es grande, el grado de coherencia es pequeno, y 
viceversa, Figura 16.3. Definimos el parametro At como el tiempo de coherencia 
de la fuente. Mide el tiempo que una onda es coherente consigo mismo. Tambien 
definimos la longitud de coherencia, l c = cAt, como la distancia en la cual el 
haz luminoso se mantiene coherente. En la Figura 16.4 se muestra la longitud de 
coherencia para algunas fuentes. Cuanto mas monocromatica es la fuente, mayor 
longitud de coherencia. 


EFECTO DE LA COHERENCIA EN LA INTERFERENCIA 

La longitud de coherencia es un parametro de gran importancia en las fuentes de 
iluminacion, pues el fenomeno de la interferencia es muy sensible a la coherencia. 
Para verlo, supongamos el interferometro de lamina planoparalela, Figura 16.3a. 
Veremos en primer lugar el proceso de interferencias para un pulso de luz, Figu¬ 
ra 16.3b. Debido a que uno de los caminos opticos recorre mas distancia que el 
otro, uno de los pulsos se retrasa respecto al otro. Esto hay que tenerlo en cuen- 
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Figura 16.5: Division de la onda procedente de una fuente. Una de las partes llega al punto 
de reunion en un tiempo At y otra en At + r. Cuando las interferencias se 
realizan entre dos pulsos, uno retrasado del otro, las interferencias disminuyen. 


Fase contrafase 90° 



Figura 16.6: En una haz parcialmente coherente, unas zonas presentan interferencias cons- 
tructivas y otras destructivas. 


ta para medir la intensidad en el piano de observacion. Solamente se producira 
interferencias durante el tiempo en el cual las dos ondas solapen. 

Si el lugar de un pulso tenemos una fuente parcialmente incoherente, la situacion 
es mas parecida a la Figura 16.6. Habra zonas de interferencia constructiva y otras 
destructiva, por lo que en promedio, las interferencia se vera degradada respecto 
a una onda armonica. Segun la definicion de interferencias, 11.7, 

I( r) = h(r) + I 2 ( r) + 2 (E^r, t - *i)E|(r, t - 1 2 )>, 

la distribucion de intensidad queda entonces dependiente del parametro de inten¬ 
sidad mutua 


J ( r ) = h(r) + I 2 {r) +2Y 12 (t)cos(5), (16.7) 

donde 5 es el desfase entre las ondas. Mas interesante, todavia es considerar el 
grado de coherencia (16.2) j(t) = T^t)/ \]l\ I2, de forma que la distribucion de 
interferencias resulta 

J(r) = h{T) + h(T)+2y/hh7(T)cos{5), (16.8) 

donde r = fa — ri)/c, r 1 y r2 son los caminos opticos recorridos por los haces. 
Esta ecuacion nos indica que, cuando la coherencia no es perfecta, el proceso inter- 
ferencial se ve perjudicado, pues el valor de 7 esta entre o y 1. 
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Figura 16.7: Coordenadas de los puntos de emision y el punto de observation para el expe- 
rimento de la doble rendija de Young. 


Visibilidad de las interferencias con luz parcialmente coherente 

Revisemos ahora el interferometro de Young, Figura 16.7. Para producir las in¬ 
terferencias, hay dos ondas que recorren distintos caminos. Si la onda es completa- 
mente coherente, la distribucion de intensidad es I = I\ +12 + 2 \/hh cos [(ki — k2)r] 
Ahora bien, cuando se considera la coherencia la distribucion de intensidad queda 

I = h + I 2 + 2 ^/hhy(T) cos [(ki - k 2 )r] . (16.9) 

Podemos utilizar la visibilidad para medir experimentalmente el grado de cohe¬ 
rencia de la fuente, puesto que resulta 


y = 2 (]7n2) 7i2(T) ' (l6 - 10) 

y cuando las dos ondas tienen la misma intensidad I\ = I2, 

^ = 7l2( T )' (16.11) 

la visibilidad de las interferencias mide directamente el grado de coherencia, Figu¬ 
ra 16.8. 


EFECTO DE LA COHERENCIA EN LA DIFRACCION 

Vayamos ahora al caso de coherencia espacial, donde se considera la correlacion 
de los campos en dos posiciones distintas del espacio, pero en el mismo tiempo. 
Para simplificar, consideremos la difraccion en campo cercano de una estructura 
unidimensional, es decir, con simetria en el eje y 14.12. Evaluemos el campo difrac- 
tado en dos puntos distintos x\ y x\ 2, 



donde n = 1 , 2 . La medida de la coherencia del campo electrico entre estos dos 
puntos X\ y ^esulta 

(E (xi) E* (x 2 )) = L JJ (E 0 (ft) Eg (f 2 )) e 4 ( x i-fi ?e- l &( X 2 ~& 2 dfrdfr- (16.13) 
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V=0.703 V=0,132 V=0,062 


Figura 16.8: Tres casos de interferencias con coherencia parcial. A medida que disminuye el 
grado de coherencia, asi lo hace la visibilidad. Se puede considerar la visibilidad 
una medida experimental del grado de coherencia. 



Figura 16.9: Interferencias cuando se utiliza una onda monocromatica y policromatica. en el 
caso de la luz policromatica solo hay interferencias cuando las diferencias de 
camino optico son pequenas (en el centro). 
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Si definimos al parametro de la correlacion espacial, como intensidad mutua 

J(xi,x 2 ) = (E(xx)E* (x 2 )>, (16.14) 

tenemos la forma de como la intensidad mutua se propaga 

J(x 1 ,X 2 ) = f JJ Jo (16.15) 

donde Jo (£l,£ 2 ) = (Eo (£l) Eq (£ 2 )) y, recordando, las variables £l ,£ 2 indican posi- 
ciones en la fuente y X\,X2 indican posiciones en el piano de observacion. 


Tipos defuentes 


Una forma de caracterizar las fuentes luminosas es a partir de su grado de in¬ 
tensidad mutua. En este sentido se definen las fuentes coherentes, incoherentes y 
parcialmente coherentes. 

Las fuentes coherentes son aquellas en las cuales la intensidad mutua esta com- 
pletamente correlacionada entre sus puntos de emision x\ y x 2 . Entonces este tipo 
de fuentes no tiene variabilidad aleatoria y la intensidad mutua resulta 

Jo (Cl,Cl) = (Eo (&) Eq (&)> = Eo (£1) Eq (&). (16.16) 


Esto quiere decir que el campo en £3 esta completamente correlacionado con el 
campo en £ 2 . 

En el otro extremo tenemos las fuentes incoherentes, donde los campos entre dos 
puntos, por muy cerca que esten entre si, estan completamente descorrelacionados. 
Entonces la intensidad mutua resulta 

Jo (Ci,Ci) = (Eo (£1) Eq (&)> = (|E 0 (^i)l 2 ) J(^2 - £1), (16.17) 

pues el campo siempre esta correlacionado consigo mismo. Cuando £2 = £1 esta- 
mos en el mismo punto. 

En el caso intermedio, el mas comun y el mas complicado de estudiar, es cuando 
la fuente tiene una cierta coherencia entre puntos cercanos, pero esta completamen¬ 
te descorrelacionada entre puntos lejanos. Entonces se dice que existe coherencia 
parcial y una posible forma de definicion de la intensidad mutua resulta 

Jo (Ci,Ci) = (Eo (Cl) E o (&)> = Eo (Cl) ES (C2) f (£2 - £1), (16.18) 


donde / (£ 2 — £1) es una funcion decreciente, por ejemplo 


/(&-£ 1) — ex p 


(£2 — £i) 2 /2 Tq 


El parametro Tq se denomina longitud de correlacion 


Difraccion con una fuente espacialmente coherente 

Veamos ahora el efecto de la coherencia espacial de la fuente en el proceso de 
propagacion de la luz. Para ello utilizaremos 16.13 e incluiremos las definiciones 
que hemos desarrollado. La intensidad en el piano de observacion se obtiene cuan¬ 
do miramos la intensidad mutua en el mismo punto 

1 ( Xl ) = J (X 1/Xl ) = (Eo (£0 ES (£ 0 ) = (|E 0 (£i)| 2 ) . (16.19) 
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Figura 16.10: Esquema para calcular la propagation producida por una fuente parcialmente 
coherente. 


El caso mas sencillo es cuando la fuente es espacialmente coherente. Entonces 
no existe ninguna componente aleatoria. Por ello la integral doble es separable 

J(x 1,X 2 ) = f J E o(£i j Eg(^ 2 )e _! E^2-?2 ) 2 ^ 2 . (16.20) 

Como la intensidad resulta I (x\) = J (x\,x{) tenemos que 

1 Oi) = E (*1) E* (xi) = |E (xi)| 2 . (16.21) 

Este es el resultado que conociamos, pues las fuentes completamente coherentes 
son las que hemos tratado hasta ahora. 

Difraccion con fuente espacialmente incoherente: teorema de Van Cittert-Zernike 

Segun la Figura 16.10, se puede calcular la difraccion producida por un haz 
parcialmente coherente. Las fuentes mas comunes, como las lamparas de incan- 
descencia, fluorescencia, el sol, se asemejan mas a fuentes espacialmente incohe- 
rentes, donde el campo electromagnetico generado por un punto de la fuente 
£i no tiene nada que ver con el campo generado por otro punto diferente £2/ 
Jo (£i,£ 2) = ^|Eo (£i)| 2 ^ S (£2 — £1). Entonces, la intensidad mutua propagada re¬ 
sulta 

/ (*i,x 2 ) = L If (\Eo(Zi)\ 2 )$(fr-€i)e ,, z ( ' Xl ~Z 1 )2 e- l &( x 2 -& 2 dfrdfr- (16.22) 

La funcion S (£2 — £1) nos permite eliminar una de las integrales, pues solamente 
tiene un valor significativo cuando £2 = £i- Entonces la integral resulta 

/(xi,x 2 ) = -F I (^|Eo ) 2 d£ x . (16.23) 

Puesto que Iq (£1) = ^|Eq(£i)| 2 ^ la integral resulta, una vez desarrollados los 
terminos exponenciales 


J(XI,x 2 ) = - IIo(£i)j*M x *- Xl) d£i ■ 


(16.24) 
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Este resultado se denomina Teorema de van Cittert-Zernike 3 , pues nos indica 
que la intensidad mutua de una fuente incoherente se puede calcular como la 
transformada de Fourier de la intensidad (forma) de la fuente. 

Ya hemos tratado problemas similares, por lo que tenemos conocimiento de las 
propiedades de la transformada de Fourier. Por ejemplo, para fuentes pequenas y 
en pianos de observacion lejanos, la coherencia espacial, definida como / (^1,^2) 
es alta, mientras que para fuentes de gran extension y cercanas, la coherencia es 
baja. 

Para calcular la propagacion de la intensidad luminosa cuando la fuente es com- 
pletamente incoherente se puede obtener a partir de (16.24), puesto que I (x 1) = 

/ (*i,*i), 

I ( x i) = f k (€1) (16.25) 

Esto es, para fuentes incoherentes la intensidad propagada se calcula como en la 
optica geometrica, sumando intensidades de cada punto de la fuente, sin conside- 
rar las fases. 

No obstante, segun (16.24) el grado de coherencia del haz propagado crece al 
separarnos de la fuente. Esto es asi, porque a medida que aumenta la distancia 
z, el factor g z z£i( J 2-*i) se hace cada vez mas pequeno y, como realmente es una 
transformada de Fourier, J(x 1,^2) se hace cada vez mas grande. 


Difmccion con fuente parcialmente coherente 


El caso mas complejo resulta cuando la fuente es parcialmente coherente, Jo (£i, £2) 
(E 0 (£1) Ej$ (£2)) = E 0 (£1) Eq (£2) / (£2 - £1), donde / (£ 2 - £1) es una funcion de- 
creciente, por ejemplo / (£2 — £1) = exp 
dad difractada resulta 


— (£2 — £i) 2 /2 Tq j. Entonces la intensi- 


= £ 


Eo (£1) Eq (£2) e 2T » 


2T o i-?i) e-irz^-h) 


d£id£ 2 . (16.26) 


El problema que presenta esta ecuacion es que no se puede desacoplar. Es necesario 
hacer dos integrales y normalmente resulta bastante complicado. 


Ejemplo: doble rendija de Young con fuente de tamanofinito 


Veamos ahora un caso practico. Para analizar la coherencia espacial considera- 
remos el esquema de la doble rendija de Young, Figura 16.11, con una fuente mo- 
nocromatica de tamano S situada a una distancia A de la doble rendija. Entre dos 
puntos de la fuente no existe ningun tipo de coherencia espacial, por lo que para 
el calculo de la distribucion de intensidad en el piano de observacion P, podemos 
asumir que sera la suma de las intensidades de cada una de las fuentes puntuales 
dentro de la rendija S. Esta rendija actua de fuente para iluminar el sistema de do¬ 
ble rendija. Asumiremos un punto x' sobre la fuente y un punto x sobre el piano 
de observacion. Los caminos opticos r^i y tbi y a los hemos calculado anteriormen- 


3 http://en.wikipedia.org/wiki/Van_Cittert-Zernike_theorem 
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Figura 16.11: Esquema para analizar el tamano finito de las fuentes en la Figura de difrac¬ 
cion. 


te en el tema de interferencias. El calculo de 1 y Vr>\ se calcula de forma muy 


similar, obteniendose 



w '/u ; ' d 1 



r ^ = \ 

4+ 

(*-! ) 2 - 

r A 2 = \jv 2 + 

(-b 

(16.27) 

rm = \ 

/a 2 +| 


r B 2 = ]Jd 2 + \ 

(a+j) 2 ' 


Realizando para y r$ 1 aproximaciones similares a las de D, i « A, x' <C 
A, y quedandonos con la aproximacion cuadratica en las cuatro raices cuadradas 
tenemos que la diferencia de fase entre la onda que pasa por el agujero Oi y el 
agujero O2 resulta 


L = (r A 1 + r A 2) - (J'bi + tbi) ~ d 



(l6.28) 


Por consiguiente, la distribution de intensidad para una fuente puntual situada en 
x' resulta ser 


4 ' = 


= 2I 0 { 


1 + COS 


2 tt ( x x . , 

- b + A u 


} = 4, » c “ 2 [x ( 


TC ( X X' . , 

A D + A U 


(16.29) 


Esto significa que la distribucion de intensidad para cada punto x' esta desfasada 
respecto al caso de la fuente en x' = 0. 

Para obtener la distribucion de intensidad generada por toda la fuente S simple- 
mente tenemos que sumar las intensidades en todas las posiciones x', Figura 16.12, 
pues estan completamente descorrelacionadas. Entonces 


1 r s/1 

I(X) = c / h'dx' = Jo 

b J—S /2 



(16.30) 


Aunque la fuente sea completamente incoherente desde el punto de vista espa- 
cial, se producen interferencias, con contraste mas reducido. Un parametro muy 
importante en el caso de la coherencia espacial es la relacion entre el tamano de 
la fuente y la distancia a la doble rendija, S/A. Es aproximadamente el angulo 
subtendido desde el centro de la doble rendija a la fuente. Cuanto menor sea este 
angulo subtendido, mayor sera la coherencia espacial. 
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Figura 16.12: Reduction de la visibilidad debido al tamano finito de la fuente. Para cada 
position x' la position de los maximos y mmimos es distinta. Se observa que 
la visibilidad de la interferencia disminuye con la anchura de la fuente. 



Figura 16.13: Reduction de la visibilidad debido al tamano finito de la fuente. 


Si calculamos la visibilidad para esta distribution de intensidad obtenemos 


V = 


Imax Imin 
Imax + Imin 


= sine 



(16.31) 


Esta grafica de visibilidad se muestra en la Figura 16.13 en funcion del tamano de 
la fuente. 

Al aumentar el tamano de la fuente la visibilidad de las franjas disminuye hasta 
alcanzar un nulo, para el tamano 



Coherencia de un haz reflejado por una superficie rugosa 

La incoherencia de un haz no solamente se genera en la fuente, tambien se pue- 
de producir cuando la luz llega a superficies rugosas. La rugosidad la podemos 
definir como fluctuaciones aleatorias en la topografia, Figura 16.14. Supongamos, 
por ejemplo, el caso unidimensional donde la topografia de una superficie es alea- 
toria y esta caracterizada por /z(£). Entonces la reflectancia de la superficie queda 
como £(£) = exp [—2zfc/z(£)]. Si el haz de entrada es E z - nc (£), el campo justo a la 
salida de la superficie resulta ser E ou t(£) = f(£)E znc (£). Aunque el haz incidente 
no tenga un comportamiento estocastico, si la superficie es aleatoria, imprime esta 
aleatoriedad en el haz reflejado. 

La aleatoriedad de la topografia afecta sustancialmente al comportamiento opti- 
co de las superficies. El parametro que caracteriza el comportamiento optico de las 
superficies es que las variaciones aleatorias sean menores que produzcan desfases 
pequenos exp [— 2 ikh{^)] « 1 , es decir, 2 kh{<£) <C 2 zr y por tanto /z(£) <C A. 
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x(ixm) 

Figura 16.14: Ejemplo de superficie metalica con una cierta aleatoriedad en la topografia. La 
escala esta en micras. 


reflexion especular reflexion semi-especular 



Figura 16.13: Reflexion especular por una superficie plana, semi-especular por una super¬ 
ficie con una cierta longitud de correlation y difusa, por una superficie muy 
rugosa. 


Por ejemplo, un espejo de buena calidad tiene una topografia constante, con 
variaciones aleatorias (siempre las hay, aunque sean nanometricas) menores a una 
fraction de la longitud de onda, por ejemplo A/ 10 . Una pared, por contra, tiene 
una topografia aleatoria mucho mayor. 

Para caracterizar el comportamiento optico de la superficie aleatoria seria enton- 
ces 

(E (*x)E* (ac 2 )) = YzJJ { E o^i) E o^2))^ ( * 1 " f i ) V , ®(* 2 " f2)2 d« 2 (16.33) 

= Yz II E «c(£ i)Kc(Ci) (t (Cl) t* (Ci)) 

La aleatoriedad no esta en la luz incidente, sino en la reflexion. El efecto de la 
rugosidad sobre la luz reflejada se muestra en la Figura 16.13. Cuando la superficie 
es plana, el haz reflejado se propaga unicamente en la direction predicha por la 
ley de Snell, reflexion especular. Sin embargo, a medida de aumenta la rugosidad 
de la superficie se propaga mas luz en otras direcciones hasta el limite de reflexion 
difusa, donde la luz se refleja por igual en todas las direcciones. 


CONCLUSIONES 

■ El campo electrico de la luz es una variable aleatoria. 
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■ La coherencia se refiere a la correlacion/ dependencia estadistica entre dos 
ondas. 

■ La coherencia de una fuente viene determinada por su espectro y tamano a 
traves de la transformada de Fourier. 

■ Cuando las condiciones de monocromaticidad, polarizacion y coherencia se 
cumplen parcialmente la visibilidad de las franjas disminuye. La visibilidad 
de las franjas disminuye tambien cuando aumenta el tamano de la fuente y 
cuando se utiliza luz policromatica. 

■ Las superficies rugosas aumentan el grado de incoherencia del haz incidente. 
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INTERFERENCIAS POR DIVISI6N DE LA AMPLITUD 



Se estudiara el interferometro de Michelson como paradigma de interferometro 
por division del frente de ondas. Tambien se veran otros tipos de interferometros 
relacionados y se veran algunas aplicaciones practicas, enfatizando el grado de 
resolucion que nos permiten estos dispositivos 1 . 


Indice 

17.1 Introduccion. 239 

17.2 Interferometro de lamina planoparalela . 240 

17.3 El interferometro de Michelson. 242 

17.3.1 Fuentes extensas. 245 

17.4 Otros tipos de interferometros por divisor de amplitud. 247 


OBJETIVOS 

■ Comprender las interferencias por division de la amplitud asi como los dis- 
tintos interferometros basados en ellas: la lamina plano-paralela, el interfero¬ 
metro de Michelson y las aplicaciones que tiene. 

■ Saber el funcionamiento de otros tipos de interferometros, basados en los 
principios de division de la amplitud. 

■ Conocer algunas aplicaciones tecnologicas en las cuales se utilizan los inter¬ 
ferometros. 

INTRODUCCION 

Si hacemos incidir una onda sobre una discontinuidad de indice sabemos que 
se va a dividir en dos ondas, una reflejada y otra transmitida. Esas ondas son 
coherentes entre si y pueden interferir. Para obtener la interferencia no hace falta 
mas que recombinarlas. Este es el principio de los interferometros por division de 
amplitud. Una pieza clave de estos dispositivos es el divisor de haz, Figura 17.1. 

Una forma de dividir el haz en dos haces de aproximadamente la misma intensi- 
dad es con una lamina planoparalela, que es simplemente una placa fina de vidrio 
donde las superficies son muy paralelas y tienen buena calidad optica (variaciones 
en el espesor menores a una fraccion de la longitud de onda), Figura 17.1a. Para 
un vidrio tipico, con indice de refraccion n = 1,5, la intensidad de cada uno de los 
haces es aproximadamente igual, alrededor de un 4 % del haz incidente. Los dos 
haces salen superpuestos si son anchos. El haz transmitido tiene aproximadamente 
un 92 % del haz incidente. 

Una forma mas efectiva es utilizar un divisor de haz, Figura 17.1b. El objetivo 
del divisor de haz es tener dos haces con la misma intensidad. Para ello, se utiliza 
una lamina de vidrio con una lamina muy delgada de un medio metalico (~ nm). 
Se prescinde de considerar la reflexion en el vidrio, pues es comparativamente 

1 tipos de interferometros: http://en.wikipedia.org/wiki/List_of_types_of_interferometers 

curso online (breve) sobre interferometros http://www.optique-ingenieur.org/en/courses/OPI_ang_ 
M02_ C05/co/OPI_ang_M02 _C05_web.html 
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Figura 17.1: Lamina planoparalela y divisor de haz al 50%. 




Figura 17.2: Interferencias con lamina plano-paralela y zona de interferencia. La zona de 
interferencia sera mayor cuanto mayor es la relacion diametro del haz respecto 
al espesor de la lamina. 

muy debil. En caso necesario se puede incluir una lamina antirreflectante sobre la 
segunda car a. 

INTERFEROMETRO DE LAMINA PLANOPARALELA 

En primer lugar estudiaremos el interferometro de lamina planoparalela, tam- 
bien denominado shearing interferometer 2 . Un esquema del funcionamiento se 
muestra en la Figura 17.2. La luz se refleja sobre las dos intercaras del vidrio (aire- 
vidrio y vidrio-aire). La relacion de intensidades reflejadas es aproximadamente la 
misma. El haz tiene distinto camino optico y por ello la zona reflejada no solapa 
perfectamente sino que tiene una cierta zona de interferencias. Cuanto menor sea 
el espesor, menor sera la diferencia de caminos opticos y mejor el fenomeno inter- 
ferencial. Tiene la ventaja de que el haz transmitido tiene una buena cantidad de 
luz, aproximadamente de un 90 %, por lo que la lamina planoparalela se puede in- 
troducir como sistema de verificacion de la calidad del haz sin interferir apenas en 
el funcionamiento del sistema. Un ejemplo que muestra la capacidad de la lamina 
planoparalela como interferometro es un montaje para la determinacion del piano 
focal de una lente, Figura 17.3. Un haz procedente de, por ejemplo, un diodo laser 
(DL) es colimado mediante una lente Li. Esta luz atraviesa la lamina planoparalela 
y es focalizado por la lente L2, de la que se quiere saber la posicion del piano focal 
imagen. Para ello se ubica un espejo y se hace reflejar el haz. El haz de vuelta llega 
de nuevo a la lamina piano paralela Lpp y es reflejado en cada una de las laminas. 
Se ubica una camara que detecta las interferencias. Hay que tener cuidado con el 

2 http://en.wikipedia.org/wiki/Shearing_interferometer 
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DL LI Lpp L2 



El espejo no esta en el foco El espejo esta en el foco 

Figura 17.3: Montaje con lamina planoparalela para la determination de la distancia focal 
de una lente. 


/=5 mm, s =250 /xm 



-600-400-200 0 200 400 600 -600-400-200 0 200 400 600 -600-400-200 0 200 400 600 


Figura 17.4: Interferencias con lamina plano-paralela y zona de interferencia. La zona de 
interferencia sera mayor cuanto mayor es la relation diametro del haz respecto 
al espesor de la lamina. 


haz reflejado que vuelve a Li y DL, pues este haz suele inestabilizar el laser y a 
veces inutilizarlo. Es necesario ubicar una cierta optica de polarization que impida 
la generation de este haz. 

Cuando el espejo no esta exactamente en el piano focal los dos haces tienen una 
cierta curvatura que se refleja como interferencias en forma de franjas. Sin embargo, 
cuando el espejo esta en el piano focal, el haz reflejado es completamente paralelo 
y no se produce interferencia, al ser los dos haces pianos en la misma direction. 
Una imagen experimental de esta situation tambien se puede ver en la Figura 17 . 3 . 
Esta tecnica tiene bastante resolution y se pueden obtener franjas con solamente 
diferencias de 10 ]im. Este montaje esta caracterizado por su sencillez (solamente 
una lamina planoparalela), robustez (no necesita de partes moviles) y de su coste, 
de muy pocos euros. En la Figura 17.4 se muestra un simulation de la intensidad 
obtenida por el sistema para distintos desenfoques. 

Este tipo de interferometro tambien permite visualizar las posibles aberraciones 
que tiene el haz 3 . 


3 Un ejemplo de de realization se encuentra en http://www.thorlabs.de/newgrouppage 9 .cfm? 
objectgroup_id= 2970 &pn=SI 500 . 
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Figura 17.5: Dispositivo interferencial de Michelson. 


EL INTERFEROMETRO DE MICHELSON 

El interferometro de Michelson 4 es el mas significativo como interferometro de 
division de amplitud. Fue ideado en el s. XIX para intentar detectar el "eter" a 
partir de la modificacion de la velocidad de la luz por el movimiento de la tierra. 
El "fracaso" en el experimento fue vital para desechar el eter y de considerar que 
la velocidad de la luz era constante independientemente del estado de movimiento 
de la fuente (teoria de la relatividad). No obstante este tipo de interferometro tuvo 
enormes repercusiones y Michelson obtuvo el premio Nobel en 1907 5 

El principio de funcionamiento del interferometro se basa en un divisor de haz, 
DH, Figura 17 . 5 . Si el haz incide a 45° respecto a la normal, el haz transmitido sigue 
la misma direccion y el reflejado tiene 90° respecto al primero. Para recombinar 
ambos haces se utilizan dos espejos E\ y E 2 que vuelven a enviar la luz de vuelta 
al divisor de haz. Parte de la luz vuelve a la fuente, mientras que la otra mitad sigue 
una direccion perpendicular hasta la pantalla. En ambas zonas (fuente y piano de 
observacion) se tiene la recombinacion de las dos ondas, aunque preferiblemente 
se observan en la pantalla. 

Este dispositivo suele utilizar una lamina compensadora C para que la luz que 
viaja por el brazo Ei (que pasa tres veces por el vidrio) no tenga un exceso de 
camino optico respecto a la que pasa por el brazo horizontal (que solo pasa una 
vez por el vidrio). La citada lamina es en todo equivalente a la que sirve de apoyo 
a la capa de metal. Esto hace que podamos eliminar definitivamente el vidrio del 
modelo de funcionamiento. 

Los caminos que recorren los haces son, no obstante, diferentes, dependiendo de 
la distancia de lamina planoparalela a los espejos. El haz que viaja por el espejo Ei 
tiene un camino optico si = Di + 2 d\ + D 2 , mientras que el que viaja por E 2 tiene 
un camino optico S 2 = D\ + 2^2 + Ch- 

De forma mas sencilla y esquematica podemos tratar con un esquema de fuentes 
virtuales en las que, si los espejos estan perfectamente perpendiculares al haz, 
dichas fuentes estan alineadas con la pantalla de observacion, Figura 17 . 7 . Cada 
uno de los espejos genera una fuente virtual Fi y F 2 separadas una distancia 2 (d\ — 
dj) entre si. 

4 info sobre Michelson: http://en.wikipedia.org/wiki/Albert_Abraham_Michelson 
info sobre el interferometro: http://en.wikipedia.org/wiki/Michelson_interferometer 

5 premio Nobel de Michelson en 1907 «por sus instrumentos opticos de precision y por las investigaciones 
espectroscopicas y metrologicas que fueron llevadas a cabo gracias a su ayuda». 
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Figura 17.6: Dispositivo interferencial de Michelson. 



Figura 17.7: Dispositivo interferencial de Michelson. 
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Figura 17.8: Ejemplo de interferometro donde tenemos (a) franjas localizadas y (b) franjas 
en el infinito (o en el piano focal de una lente). 



A1 ser fuentes puntuales podemos suponer que emiten ondas esfericas, y solo 
queda resolver el problema del interferometro de Young con una geometria dife- 
rente, donde las fuentes, en lugar de estar en el mismo piano, una esta detras de 
la otra. 

Franjas localizadas y franjas en el infinito 

En un interferometro hemos asumido que estabamos observando en un cierto 
piano. A esta configuracion se la denomina franjas localizadas , puesto que si se po¬ 
ne una pantalla, las interferencias se observan en dicho piano, Figura 17 . 8 a. No 
obstante, las franjas tambien se pueden encontrar cuando los haces de salida son 
paralelos entre si, denominada franjas en el infinito , Figura 17 . 8 b. En este caso los ra- 
yos que interfieren salen paralelos. Por ello interfieren a una distancia muy lejana o 
en el piano focal de una lente. En lugar del esquema de la Figura 17 . 7 , utilizaremos 
el de fuente en infinito, Figura 17 . 9 . 

La diferencia de caminos opticos, es A, que por analisis trigonometrico resulta 
ser A = 2(d 2 — di)cos6. 


I = I\ + I 2 + 2y/hh cos (2 kdcosO) , ( 17 . 1 ) 

donde d = ^2 — d\ es la diferencia de separacion entre espejos y 6 es un desfase 
que da cuenta de las reflexiones que se producen. 
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Si el divisor de haz es al 50 % se cumple I\ = h = hr entonces la intensidad 
resulta 

I = 2Iq[1 + cos (2 kdcosO)] = 4 h cos 2 ( kdcosO ). ( 17 * 2 ) 

En la Figura 17.10 se muestra la distribucion de intensidad en el interferometro 
de Michelson con franja en el infinito. Aparecen una serie de anillos concentricos. 
Cada anillo corresponde a un orden interferencial, de forma que los maximos de 
interferencia corresponden con 


2 ndcosO m = raA, 


(!7-3) 


donde ra es el orden interferencial. A medida que aumenta la separacion entre 
espejos d aumenta el orden del anillo central, por lo que los anillos van "saliendo" 
del centro hacia afuera. En el centro de la Figura interferencial, 6 = 0, obtenemos 
la siguiente ecuacion 

2nd = raA, ( 17 . 4 ) 

que nos indica que la aparicion o desaparicion de un anillo interferencial se corres¬ 
ponde con un desplazamiento relativo entre espejos de 


raA (ra — 1)A _ A 
2 n 2 n 2 n ’ 


( 1 7-5) 


Aqui radica la verdadera importancia de este interferometro de Michelson. Es ca- 
paz de detectar desplazamientos entre espejos que en el vacio es la mitad de la 
longitud de onda. Para el visible estamos hablando de desplazamientos de 250 nra. 

El radio de los anillos depende del orden interferencial. El angulo se puede 
calcular usando ( 17 . 3 ) 

A 

cosOm = ra——. ( 17 . 6 ) 

2nd 

Para una distancia d determinada no existen todos los ordenes de difraccion, sino 
solamente aquellos que cumplan 0 < cos6 m < 1. Esto significa que los ordenes 
validos para una cierta distancia son ra mzn = 2nd /A y m max = 0. El orden ra = 0 
esta siempre en 6$ = tt/ 2 excepto cuando d = 0. En este caso las dos fuentes 
virtuales coinciden en posicion y tenemos un campo constante. 

La separacion entre dos de los ordenes nos da una idea de la separacion entre 
los espejos. La anchura angular sera 


co S 6„-c°s0„- t =m±-(m-l)£ j 


A 

2nd' 


(!7-7) 


Por consiguiente 


d = 2n(cos6 m — cos6 m _ i)/A, ( E 7 - 8 ) 

lo que nos indica que cuanto mas pequena el la separacion entre anillos, mayor es 
la distancia entre espejos. 


Fuentes extensas 

El problema de tener una fuente puntual es su poca energia. Con el objeto de 
aumentar la cantidad de luz del interferometro de Michelson se puede utilizar 
una fuente extensa en lugar de una fuente puntual. Un esquema se muestra en la 
Figura 17 . 11 . 

Cada punto de la fuente genera un par de fuentes virtuales, y por ello, un siste- 
ma de anillos Sin embargo, los infinitos sistemas de anillos, no coinciden entre si: el 
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d=0.25 mm d=0.50 mm d=2.00 mm 



Figura 17.10: Distribucion de intensidad producida por el interferometro de Michelson a 
distintas distancias entre los brazos. 



Figura 17.11: Esquema de interferometro de Michelson con fuente extensa. 
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Figura 17.13: Interferencias producidas por una fuente extensa en el infinito. 


camino optico r 2 — r\ para una pareja y f 2 —f\ para otra son distintos. Eso destruye 
la interferencia, puesto que habra una mezcla espacial de las figuras interferencia- 
les. interferenciales. La perdida de visibilidad sera tanto mas notable cuanto mas 
extensa sea la fuente. 

Esto se resuelve cuando se observan las interferencias en el infinito, Figura 17 . 13 . 
Si situamos la pantalla a una distancia infinita las diferencias de fase para cada 
una de las parejas de imagenes son las mismas. La diferencia de camino optico de 
Z a P es el mismo para todas las parejas de puntos ondas. Dicha diferencia de fase 
es 5 = 2 kdcosO. Por ello, no se observa una perdida de visibilidad cuando tenemos 
una fuente extensa, si la observacion es en el infinito. Esta distancia infinita la 
podemos conseguir interponiendo una lente convergente y observando en su piano 
focal imagen. 


OTROS TIPOS DE INTERFEROMETROS POR DIVISOR DE AMPLITUD 


Veamos algunos otros ejemplos de interferometros por divisor de amplitud que 
se utilizan de forma especifica para la medida de forma precisa de algun parame- 
tro. 
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Figura 17.14: Interferometro de Twyman-Green. Es muy similar al de Michelson, pero la 
fuente esta colimada. Al moverse los espejos (en este caso divisor de haz que 
son mas estables) en lugar de anillos se obtiene una variation de intensidad 
uniforme. Este esquema se suele utilizar la para la medida de desplazamien- 
tos. 



Figura 17.15: El interferometro de Twyman-Green tambien se puede utilizar para la medida 
de la calidad de elementos opticos como lentes o prismas. 


Interferometro de Twyman-Green 


El interferometro de Twyman-Green 1 es una variante del interferometro de Mi¬ 
chelson con fuente de luz colimada. En este caso, el haz incidente no es una fuente 
esferica, sino una onda plana. Entonces no aparece un sistema de anillos, sino que 
al desplazar uno de los espejos respecto al otro, aparecen fluctuaciones constantes 
de intensidad. Esta configuracion es mas util para medir desplazamientos pues es 
solamente necesario 1 fotodetector (2 si quisieramos medir el sentido de desplaza- 
miento), Figura 17 . 14 . 

Otra configuracion en la que se utiliza el interferometro de Twyman-Green es 
para la medida de la calidad de elementos opticos como espejos, lentes, prismas, 
etc. Para ello se necesita un elemento de referencia, de gran calidad optica, que 
haga que el haz a la vuelta sea piano si este elemento optico tiene las propiedades 
adecuadas. Si tiene algun tipo de aberration, el frente de ondas no sera piano 
sino que tendra una cierta distorsion. Esta distorsion puede ser medida con gran 
precision (menor a A/10) con este sistema, Figura 17 . 15 . 
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Figura 17.16: Interferometro de Jamin. Se puede utilizar la medida del fndice de refraccion 
en gases y lfquidos. 


Interferometro de Jamin 

El interferometro de Jamin, Figura 17.16, se utiliza para la medida de indices de 
refraccion de gases y lfquidos. Las dos probetas deben tener las mismas condicio- 
nes. A una de ella se le hace el vacio y a la otra se la llena de gas o lfquido. La 
diferencia de camino optico es A = lin^ — nx) donde l es el tamano de la probeta y 
n\ y 712 son los indices de refraccion. este tipo de interferometro tiene el problema 
de la separacion entre haces, que requiere unos vidrios de gran grosor. No obstante 
tiene la ventaja de su gran precision al medir Indices de refraccion. Cuanto mayor 
sea la longitud 1 de la probeta mayor sera la precision en la medida del fndice de 
refraccion. 

Interferometro de Mach-Zehnder 

Una mejora respecto al interferometro de Jamin es el interferometro de Mach- 
Zehnder 6 7 , donde las dos zonas de trabajo estan mas separadas. Ademas, es bastan- 
te sencillo de alinear moviendo los espejos. No obstante, los caminos opticos que 
llevan los dos haces pueden ser bastante distintos, por lo que es necesario tener 
una buena coherencia temporal en el haz. Este tipo de interferometros se puede 
utilizar para detectar variaciones termicas, como en una llama de combustion, Fi¬ 
gura 17.17. 

Interferometro de Sagnac 

Simplemente modificando la posicion de un espejo cambiamos completamente 
las caracterfsticas del interferometro. En el interferometro de Sagnac los caminos 
opticos de los dos haces son identicos, pero cada uno viaja en una direccion, Figu¬ 
ra 17.18. Si se produce una rotacion del sistema uno de los caminos opticos se vera 
acortado y el otro alargado. De esta forma este interferometro sirve para medir ro- 
taciones. Tiene una gran sensibilidad y se ha utilizado en aeronautica. Una version 
mas moderna esta realizada con fibra optica, y no con espejos. 

6 info sobre el interferometro de Twyman-Green http://www.optique-ingenieur.org/en/courses/OPI_ 
ang_M 02 _C 05 /co/Contenu_ 31 .html 

7 info sobre el interferometro Mach-Zehnderhttp://en. wikipedia.org/wiki/Mach-Zehnder_ 
interferometer 
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Figura 17.17: Interferometro de Mach-Zehnder. 



Figura 17.18: Interferometro de Sagnac. 
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Figura 17.19: Efecto interferencial en las laminas de aceite sobre agua. Las pequenas varia- 
ciones de espesor producen las interferencias entre la luz reflejada por lass dos 
intercaras del aceite (aire-aceite y aceite-aguja). 


Pompas de jabon 

Las interferencias por division de amplitud producen los colores en las pom¬ 
pas de jabon o de las laminas de aceite estiradas por la lluvia. En ambos casos, 
interfieren las dos ondas reflejadas, una en cada cara de la pompa o lamina. El 
espesor de las capas de material en ambos casos es muy fina, suficiente para el 
efecto interferencial con luz blanca, Figura 17.19. 

CONCLUSIONES 

■ El interferometro de Michelson tiene gran interes por su eficiencia y por po- 
der utilizarse en numerosas aplicaciones metrologicas, como la medida de 
desplazamientos. 
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INTERFERENCIAS POR HACES MULTIPLES 



Se estudiaran las interferencias multiples como metodo de mejorar algunas apli- 
caciones interferometricas. Se analizaran con detalle el interferometro de Fabry- 


Perot. 

Indice 

18.1 Introduccion. 253 

18.1.1 Interferometro de Fabry-Perot. 254 

18.1.2 Fineza y visibilidad . 257 

18.1.3 Poder resolutivo . 258 


OBJETIVOS 

■ Saber el funcionamiento de otros tipos de interferometros, basados en inter¬ 
ferencias multiples. 

■ Conocer algunas aplicaciones tecnologicas de este tipo de interferometros. 

INTRODUCCION 

En la interferometria por division de amplitud se obtienen dos haces como con- 
secuencia del doble proceso reflexion-refraccion. Sin embargo, tambien se pueden 
producir interferencias cuando el frente de ondas emitido por una fuente lumino- 
sa se divide en multiples haces que luego se superponen. Esto se puede conseguir 
incidiendo sobre una lamina de espesor d, como se muestra en la Figura 18.1. Un 
haz incide sobre una lamina de vidrio y el haz es reflejado y transmitido. La parte 
transmitida vuelve a ser reflejada y transmitida, y asi sucesivamente. A 1 final, salen 
varias ondas en reflexion y varias en transmision, todas paralelas entre si. 

Si la lamina es de vidrio la reflexion es pequena y solo la i a onda transmitida es 
suficientemente intensa, lo se traduce en una visibilidad muy pobre. 



253 
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Figura 18.3: Esquema de calculo de la transmision y reflexion en el interferometro Fabry- 
Perot. 


Interferometro de Fabry-Perot 

Una solucion es incorporar una fina capa de un metal para aumentar la refle¬ 
xion 1 . Sea el dispositivo esquematizado en la Figura 18.2. Disponemos dos espejos 
enfrentados entre si, de material metalico y muy delgados para que haya suficiente 
reflexion. Habitualmente estas laminas van montadas sobre laminas de vidrio. Co¬ 
mo las reflexiones en el vidrio son pequenas, en lo que sigue solo consideraremos 
las laminas metalicas. 

Las amplitudes reflejadas y transmitidas por el sistema se pueden calcular de 
forma sencilla mediante un metodo iterativo, como se muestran en la Figura 18.3. 
Sea un sistema formado por dos intercaras cuyos coeficientes de reflexion son r\ 
y r2 y los coeficientes de transmision t\ y ti, respectivamente para la primera y 
segunda intercara. La separacion entre las intercaras es d . El indice de refraccion 
del medio interno es n y del medio externo a las intercaras es n'. 

Sea una onda armonica plana de amplitud A que incide con un angulo 0 respecto 
a la normal de las caras. Calculemos en primer lugar las amplitudes de todas las 
ondas reflejadas y transmitidas y posteriormente calcularemos sus fases. El haz 
incidente se divide en dos, uno reflejado de amplitud rA que sale del sistema por 
la cara de reflexion y otro transmitido de amplitud t\K. Este segundo haz llega 

1 info sobre el interferometro de Fabry-Perot http://en.wikipedia.org/wiki/Fabry-Perot_ 
interferometer 
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Figura 18.4: Esquema del camino optico de las ondas en el interferometro de Fabry-Perot. 


la la segunda intercara y alii se transmite y refleja con amplitud t\t 2 A y ^2 A, 
respectivamente. El haz transmitido sale del sistema por la cara de transmision y el 
haz reflejado vuelve de nuevo a la primera intercara que, de nuevo, es parcialmente 
reflejado y transmitido. este calculo se realiza sucesivamente resultando que las 
amplitudes de las ondas reflejadas son 


rA, r 2 t x t 2 A, r 2 *i* 2 (rir 2 )A, r 2 tit 2 (rir 2 ) 2 A, r 2 ht 2 {rir 2 ) 1 A, (1B.1) 

mientras que los haces transmitidos tienen una amplitud 


*1*2 A, fi* 2 (r 1 r 2 )A / *i* 2 (rir 2 ) 2 A, *if 2 (r 1 r 2 ) / A. (18.2) 


El campo transmitido total sera la suma de todas las ondas, cada una de ellas con 
su amplitud y fase. En general para la onda transmitida 1 + 1 


A /+i *i* 2 (rir 2 ) ; e^A, 

por tanto el campo total transmitido resulta 


(18.3) 



(18.4) 


Calculemos ahora las fases correspondientes a cada una de estas ondas. Para 
ello utilizaremos el esquema de la Figura 18.4. Calcularemos la diferencia de fases 
para los rayos reflejados y transmitidos. Para la parte reflejada, comenzaremos el 
analisis de caminos opticos en A, y llegaremos hasta una fase perpendicular al haz 
de salida, que en el caso de reflexion es CD. El camino optico del haz que llega a 
C, dentro del interferometro es 2 nA\, mientras que el camino optico del rayo que 
llega a D, que viaja por el medio de indice de refraccion n' es A2. Por consiguiente, 
la diferencia de fase para el haz reflejado resulta 


(pr = -j- ( 2 nAi - n'A 2 ). 


(18.5) 
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Para realizar el calculo de la diferencia de fases en los rayos transmitidos empeza- 
mos el analisis en B y llegamos a los puntos EF. De la misma forma que el analisis 
anterior, obtenemos que la diferencias de fase para los haces transmitidos resulta 
igual 

2 71 

<f>t = ( 2 nAi - n! A 2 ) • (18.6) 

Ahora tenemos que calcular los caminos Ai, A2 y A3, que se obtienen mediante ana¬ 
lisis trigonometrico. Utilizando los parametros del esquema se obtiene que estos 
parametros resultan 



A2 = A3 sin O', 

A3 = 2Ai sin 6 , 

y por consiguiente 

A2 = 2 —^— sinOsinO'. 
cos 0 


(18.7) 


(18.8) 


Como en cualquiera de las superficies paralelas a los espejos, dentro y fuera se 
deben verificar las condiciones de contorno. Esto implica que se debe cumplir la 
ley de Snell para todas las intercaras 

n sin 0 = n' sin O'. (18.9) 

De esta forma podemos eliminar la dependencia con sin O', por lo que A2 resulta 

A2 = 2 ^ ——j sin 2 0/ (18.10) 

cos 0 n 

y la diferencia de fase, al sustituir Ai y A2 vale 

271 

(p = — - 2 nd cos 0 , (18.11) 

A 

expresada en terminos del indice de refraccion del interferometro, el angulo de 
incidencia y la distancia entre los espejos. Observese que es la misma expresion 
que la del interferometro de Michelson. 


Si lo que incide sobre el interferometro es una onda plana de amplitud A, a la 
salida tendremos una unica onda plana de amplitud A'. Si lo que incide sobre 
el interferometro es luz proveniente de una fuente puntual monocromatica (emi- 
sor de una infinidad de rayos en distintas direcciones), muchos rayos de la fuente 
produciran puntos distintos sobre el piano focal imagen, lo que dara lugar a una 
determinada distribucion de intensidad. Geometricamente, la intensidad solo de- 
pende del angulo 0 . Es decir, que todo tiene simetria bajo rotaciones en torno a la 
normal a los espejos. Podemos esperar pues que se visualice un sistema de anillos 
centrado en el foco imagen del sistema, F'. 


Si la fuente es extensa, en campo lejano obtendremos la misma figura de inter¬ 
ference por cada punto emisor de la fuente, por lo que la visibilidad se mantiene, 
aumentando la intensidad de las franjas. 
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Figura 18.5: Funcion de transmitanciaT (cp) para diversos valores de Fineza F. El parametro 
(p depende del angulo 6 de observacion. 


Fineza y visibilidad 


Para calcular la intensidad de la onda reflejada tenemos que calcular V = | A^| 2 = 
A^A^. Para hacerlo escribimos el numero complejo r\X2 = \r\r2 \ e l2S - La transmi- 
tancia es la relacion entre la intensidad de salida respecto la de entrada, que resulta 


T(<p) = j 


| A^l _ 'Trnax 

|A| 2 1 + Fsin 2 <j/ 


(18.12) 


donde cp = (p /2 + 5 = IrcndcosO/ A + 6 es la fase, identica al caso del interfero- 
metro de Michelson, excepto por el desfase producido por las intercaras. El pa¬ 
rametro (p es variable, pues depende del angulo 0 de observacion. El parametro 
Tmax = |^i^2b / (1 — |rir2|) 2 es el valor maximo de la transmitancia y 


\1-\r1r2\) ' 


es la Fineza, que unicamente depende de los coeficientes de reflexion. 

La transmitancia depende del angulo de incidencia, segun se muestra en la Fi¬ 
gura 18.5 para diversos valores de fineza. Los maximos corresponden a sin cp = 0 , 
lo que conduce a 

2 71 

-—nd cos 6 + S = Mu. (18.13) 

A 

donde M es entero. En este caso la intensidad maxima resulta I' max = T ma xl- Los 
mmimos se produciran cuando sin cp = ± 1 o 

2 71 71 

— ndcosd + S = ( 2 tn + l) —. (18.14) 

A 2 

La intensidad en los mmimos vale I' min = T m j n I, donde = Tmax / (1 + F). Los 
mmimos no son nulos y la visibilidad resulta 


V = 


± max 


v. 

min 


V + V . 

1 max T ± mm 


F _ 2 \r\T 2 \ 

2 + F 1 + | i'ii'21 2 


(18.15) 
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INTERFERENCES POR HACES MULTIPLES 




Figura 18.7: Intensidad en la pantalla en un interferometro Fabry-Perot. 


Los mmirnos son nulos cuando La visibilidad es la unidad, y esto ocurre cuando 
r\ = T2 = 1, que no es muy util pues entonces no saldria nada de luz por el sistema, 
al ser los espejos perfectamente reflectantes. En la Figura 18.6 se muestra la Fineza 
y la Visibilidad para diversos valores de ri = r 2 = r. 

Voder resolutivo 

En la Figura 18.7 se muestra la distribucion de intensidad a la salida del interfe¬ 
rometro de Fabry-Perot. Se observa que la posicion de los maximos de intensidad 
son iguales a los del interferometro de Michelson. Una de las principals diferen- 
cias del interferometro de Fabry-Perot respecto al interferometro de Michelson es 
que, debido a las interferencias multiples, los picos de intensidad maxima se estre- 
chan, mas cuanto mayor sea la Fineza. Una forma de caracterizar esta distribucion 
de intensidades es cuantificar la anchura de los picos. Esto se puede hacer, por 
ejemplo, identificando cual es la anchura Sep a mitad de altura, es decir, a T m ax /2. 
Esto sucede cuando 


/~r / ^ >( f\ 'Tmax 

T ( mn + 2 ) = ~ 2 ~ 


(18.16) 
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Figura 18.8: Resolution de picos del doblete de sodio, donde las longitudes de onda son 
588,9950 nm y 589,5924 nm respectivamente AA = 0,5974 nm. 


lo que sucede cuando 

1 _ 1 
1 + F sin 2 (x) ^ 


(18.17) 


y por ello sin = l/VF. Despejando esta ecuacion se obtiene que la anchura 
de los picos se puede escribir exclusivamente en funcion de la Fineza 


Sep = 2arcsin 



(18.18) 


Como estamos interesados en F > 1, podemos hacer un desarrollo en serie de 
potencias 



(18.19) 


Cuanto mayor sea la Fineza y la Visibilidad, mas estrechos son los anillos del in¬ 
terferometro. El interes de este interferometro esta en que la obtendon de picos 
estrechos significa mucha sensibilidad. Variaciones de fase muy pequenas produ- 
cen variaciones de intensidad notables. Estas variaciones de fase pueden venir de 
un cambio de la distancia entre los espejos o en el indice de refraction en el interior 
del interferometro o en la longitud de onda de la fuente. Todo ello se puede medir 
con precision usando un Fabry-Perot. 


arcsin x 


La capacidad del instrumento de discriminar longitudes de onda distintas se 
denomina poder resolutivo. El interferometro puede resolver o discriminar dos lon¬ 
gitudes de onda, o ser insuficiente para la tarea. El poder resolutivo dependera de 
la separation entre maximos Aep y de la anchura a media altura de estos, Sep. Se 
suele utilizar un criterio para distinguir las dos situaciones: las longitudes de onda 
se resuelven si Aep > Sep y no se resuelven si A ep < Sep, Figura 18.8. 


Si consideramos dos longitudes de onda muy proximas, AA = A' — A y AA <C 


A, A' 


A A 2 

A ep = IrcndcosO—TT > —=. 

A 2 _ y/F 


(l8.20) 


Esta expresion nos dara eventualmente la minima diferencia de longitud de onda 
que podemos resolver. Bajo la hipotesis de que estamos trabajando en el entorno 
de un maximo 


InndcosO = zrMA, 


(18.21) 
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esta expresion se puede escribir como 

donde el primer termino es la definicion del poder resolutivo y el segundo termino 
solamente depende de las caracteristicas del interferometro. 

CONCLUSIONES 

■ Cuando hay mas de dos ondas tambien se producen interferences, como 
en el interferometro de Fabry-Perot. Es necesario que la reflectancia de las 
interfaces sea grande para que los picos interferenciales sea muy estrechos y 
se pueda obtener una gran resolucion en el calculo de los espectros. 
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REDES DE DIFRACCION 



El fenomeno de la difraccion presenta multiples aplicaciones, como las redes de 
difraccion, de gran utilidad en campos como la espectroscopia y la metrologia op¬ 
tica. Aplicaremos los formalismos de Fresnel y Fraunhofer a su estudio y veremos 
sus interesantes aplicaciones en espectroscopia y metrologia optica. 


Indice 

19.1 Introduction. 262 

19.2 Tipos de redes. 263 

19.3 Descomposicion de Fourier. 264 

19.4 Campo lejano: or denes de difraccion. 266 

19.3 Poder resolutivo de una red de difraccion. 269 

19.3.1 Solapamiento de los espectros. 270 

19.6 Campo cercano: efecto Talbot . 271 

19.7 Objetos aleatoriamente distribuidos . 272 

19.7.1 Distribution periodica. 273 

19.7.2 Distribucion aleatoria. 273 


OBJETIVOS 

■ Profundizar el los procesos de difraccion de Fresnel y Fraunhofer. 

■ Saber caracterizar los distintos tipos de redes de difraccion. 

■ Conocer la descomposicion de Fourier de una estructura periodica. 

■ Conocer el proceso de division en ordenes de difraccion en las redes. 

■ Calcular la ecuacion de la red de difraccion y la potencia de cada uno de los 
ordenes. 

■ Determinar el poder resolutivo de una red. 

■ Conocer el efecto Talbot. 

■ Saber las diferencias en la difraccion entre objetos periodicamente y aleato¬ 
riamente distribuidos. 

REFERENCIAS GENERALES! 

■ Loewen, E.G. and Popov, E., "Diffraction gratings and applications", M. Dek- 
ker (1997). 

■ Palmer, C.A. and Loewen, E.G., "Diffraction grating handbook", Richardson 
Grating Laboratory (2000). 

■ Patorski, K., "The Self-Imaging Phenomenon and its Applications", Progress 
in optics (1989), 1-108. 

■ Keren, E. and Kafri, O., "Diffraction effects in moire deflectometry", J. Opt. 
Soc. Am. A (1983), 111-120. 
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Figura 19.1: Esquema de generation de ordenes de difraction por una red de difraction. 

■ Petit, R., "Electromagnetic theory of gratings". Springer-Verlag (1980). 

■ E. Popov, "Gratings: Theory and numeric applications" (2012). 

INTRODUCCION 

Podemos definir una red de difraccion como un elemento optico que modula de 
forma periodica alguna propiedad de la luz. Las redes mas comunes modulan la 
amplitud o la fase de la onda incidente, aunque se puede modular de forma perio¬ 
dica cualquier otra propiedad de la luz, tal como la polarization o la coherencia. 

La red de difraccion es uno de los instrumentos opticos de mayor aplicabilidad 
tanto en la optica como en otras ciencias [? ? ]. Por ejemplo nos podemos encontrar 
redes de difraccion en los espectrometros 1 , para separar las longitudes de onda. La 
espectroscopia permite el estudio de la interaction entre la radiation electromagne- 
tica y la materia, con absorcion o emision de energia radiante. Tiene aplicaciones 
en astronomia, fisica y quimica, entre otras disciplinas cientificas. El analisis es- 
pectral se basa en detectar la absorcion o emision de radiation electromagnetica a 
ciertas longitudes de onda y se relacionan con los niveles de energia implicados en 
una transition cuantica. Su estudio nos permite analizar los atomos y moleculas 
(a traves de las transiciones atomicas), conocer la composition de estrellas (analisis 
de la evolution estelar). 

En metrologia las redes de difraccion se utilizan como escalas, siendo uno de 
los sistemas mas robustos para la medida precisa de la position, con resoluciones 
estandar del orden de 1-5 micras y precisiones de hasta 10 nm. Otra de las aplica¬ 
ciones recientes es el uso de redes de difraccion de periodo menor a la longitud de 
onda para la realization de capas antirreflectantes. Se genera un indice de refrac¬ 
tion efectivo que es gradual en la red de difraccion, por lo que no es aplicable la 
teoria de la reflexion de Fresnel, Cap. 8. 

Dos son las caracteristicas fundamentales de las redes de difraccion. Por un lado, 
es capaz de generar varios haces de luz separados angularmente, Figura 19.1. Por 
otro lado, la ecuacion de la red nos informa que el angulo de cada haz depende 
fuertemente de la longitud de onda. Por ello, la red de difraccion es un elemento 
fuertemente dispersor, Figura 19.2, mucho mas eficiente el prisma, basado en la 
variation del indice de refraction con la longitud de onda. Es por ello que los 
espectrometros actuales suelen utilizar redes de difraccion en lugar de prismas. 

1 info sobre espectrometros: http://en.wikipedia.org/wiki/Spectrometers 
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Figura 19.2: Ejemplo de dispersion de una red de difraccion para el analisis de espectros (a) 
fuente con espectro discreto, b) fuente con espectro continuo. 



Figura 19.3: Red generica cuya transmitancia es £(£,//) = A(£,?])e ik ( n 


TIPOS DE REDES 

Las redes que vamos a estudiar son las redes de amplitud y de fase, en con- 
diciones de transmision y reflexion, Figura 19.3. Utilizaremos la aproximacion de 
elemento delgado (TEA, Thin Element Aproximation). Es por ello que la transmi¬ 
tancia (o reflectancia) de la red se modela matematicamente mediante 

t (S, V ) = (19.1) 

donde A (£,77) es la modulacion en la amplitud y <£>(£,7/) es la modulacion de la 
fase. Para el caso de la red de difraccion A(£, rj) y </>(£, r]) son periodicos. Si con- 
sideramos que el espesor maximo del elemento difractor es L, entonces el desfase 
producido por la red de difraccion es 

T rKto) 

<P\o (&*]) = / n(^,ij,z)dz + kn 0 [L-h(^,ri)]. (19.2) 

Jo 

donde n(£, 7 /,z) es el indice de refraccion dentro de la red de difraccion y no es el 
indice de refraccion en que rodea al elemento difractivo. Normalmente dentro del 
material es constante, entonces n(£,7/,z) = n, resultando que el desfase producido 
por la red de difraccion es 


<P\o (£'*/) =k(n-n 0 )h(Z,ri). (19.3) 

donde hemos despreciado una fase constante kL que no afecta a los fenomenos 
difractivos. 

Una red de amplitud modula unicamente la amplitud de la onda incidente, es 
decir A(£,t/), siendo el desfase producido constante, </>(£,//) = cte. Un ejemplo de 
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amplitud fase 



reflexion 


cromo yr 
o 

aluminio 



Figura 19.4: Ejemplos de redes de difraccion a) de amplitud tanto en trasmision como en 
reflexion (de cromo sobre vidrio) b) de fase por transmision (vidrio) y c) de fase 
por reflexion (cromo). 


este tipo de redes se muestra en la Figura 19.4a. La forma mas sencilla de grabacion 
de este tipo de redes es mediante fotolitografia, utilizando un sustrato de vidrio 
y una capa de cromo de un espesor de unos 100 nm. La luz que llega al cromo es 
reflejada, mientras atraviesa la mascara donde no hay cromo. 

Para modular la fase se pueden utilizar redes de vidrio, como se muestra en 
Figura 19.4b, y de metal, Figura 19.4c. La primeras actuan por transmision siendo 
el desfase que produce igual a 

t(x) = exp [ik(n — 1 )h(x )\, (19.4) 

mientras que en el caso de la red de fase por reflexion, la luz pasa dos veces por 
la almena, por lo que la funcion de transmitancia (en este caso reflectancia) resulta 
ser 

t(x) = exp [—2 ikh(x )]. (19.5) 

El factor 2 es debido a que el camino optico del haz es el doble en este tipo de 
redes. Cuando la red es del tipo Figura 19.4c en lugar de cromo se suele metalizar 
con aluminio pues sus propiedades reflector as son mucho mejores. 


DESCOMPOSICION DE FOURIER 


transmitancia de una 
red de difraccion 


Tanto en redes de amplitud como de fase, la modulacion se produce de forma 
periodica. Por ello el analisis de como se comporta la red se puede realizar me¬ 
diante un analisis de Fourier, de forma que la transmitancia se puede describir 
matematicamente mediante 


00 

f O) = E a i ex P 

l—— CO 


^2 mlx^j 


(19.6) 


donde p es el periodo y a/ son los coeficientes de Fourier, que se obtienen mediante 



(19-7) 


Dichos coeficientes de Fourier caracterizan por completo las propiedades difracti- 
vas de las redes, ademas del periodo p. Calculemos los coeficientes de Fourier para 
algunos ejemplos tipicos. 
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Figura 19.3: Parametros para calcular los coeficientes de Fourier de una red de Ronchi. 



1 \ 

transmite no transmite 

Figura 19.6: mathnormal red con transmitancia sinusoidal. 


red de amplitud de ronchi Sea la red de difraccion que se muestra Figu¬ 
ra 19.3. Una red de difraccion de Ronchi es una red de difraccion de amplitud 
donde la parte opaca y transparente tienen el mismo tamano. Utilizando (19.7) los 
coeficientes de Fourier resultan 

1 ( x\ 

ai = - exp — 2 nil— dx. (19*8) 

V J—p /4 V V ) 

El valor de los coeficientes resulta ser, entonces. 


ai 


1/2 

0 


^ 1 


1 = 0 
l par 

1 . 5 . 9 .. .. 

3 . 7 . 11 .. .. 


(19-9) 


red sinusodial de amplitud Aunque las redes binarias son las mas utiliza- 
das por su facilidad de fabricacion tambien son de interes otro tipo de redes, como 
la red de transmitancia sinusoidal, fabricable mediante tecnicas interferometricas 
y holograficas. Su transmitancia tiene la forma 

t(x) = 1 + mcos( 27 r-) = 1 + ^e 2ni r + ^-e~ lni v (19.10) 

p 2 2 

y, por consiguiente los coeficientes de Fourier son 


a-1 = m/2, uq = 1, a\ = m/2. 


(19-11) 


red binaria de fase Normalmente se prefieren las redes de fase puesto que 
los ordenes de difraccion distintos al orden cero son mayores. Supongamos la red 
binaria de fase de la Figura 19.7. Los parametros de interes son el mdice de refrac- 
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Figura 19.7: Parametros para calcular los coeficientes de Fourier de una red binaria de fase. 


cion n, la altura de la almena h y el coeficiente de llenado a (fill factor). Utilizando 
(19.7), los coeficientes de Fourier de esta red resultan ser 

«o = a ( e~ lS - 1) + 1, (19.12) 

fl/ = a — l) sinc(Ttla), 

donde el desfase resulta ser 8 = k(n — l)h para el caso de transmision y 8 = 
2 k(n — 1 )h para el caso de reflexion. Estudiemos distintos caso de interes, segun el 
desfase. De (19.12) se obtiene para anular el coeficiente de orden o, uq = 0 entonces 
es necesario que oc = 1/2 y e~ l 5 = — 1, es decir 8 = n. Bajo estas condiciones los 
coeficientes de Fourier resultan 


= 0 

ai = —sine (nice ) 


(19-13) 


que son justamente el doble que para el caso de la red de amplitud, excepto para 
Uq = 0 . Es por ello que esta red es mucho mas eficiente. Para el caso de que el 
desfase producido por la red sea 8 = 2tt, los coeficientes resultan 


a 0 = 1 

a\ = 0 


(19.14) 


para cualquier factor de forma oc. Esto es asi es debido a la aproximacion utilizada 
de elemento delgado, pero existen aproximaciones mas rigurosas en las cuales este 
resultado no es cierto. 


CAMPO LEJANO! ORDENES DE DIFRACCION 

Sea una red de difraccion caracterizada mediante t(x) = ^ exp (Inilx/p), 

(19.6), que iluminamos con una onda plana contenida en el piano XZ, k y = 0 , 
k x = ksinO. La red de difraccion, o el haz que la ilumina, no tiene una extension 
infinita sino que tiene una anchura w. Por ello el haz incidente resulta ser 

E inc (£) = E 0 e lk ^rect(^/ 2 w) = E o e' k ^ sm 0 rect(^/ 2 iv). (19-13) 

Conocidos el haz incidente y la transmitancia de la red, la intensidad en cam- 
po lejano se puede obtener de una forma sencilla utilizando la aproximacion de 
Fraunhofer, que para el caso de objetos con invariancia en la direccion rj resulta 

e ik( Z+ ^) , xl 

E(P 0 ) =- 7 =^ / t(£)E inc (£)e f' ( d£. (19.16) 

VzAz J 
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19.4 CAMPO LEJANOI ORDENES DE DIFRACCION 



Figura 19.8: Esquema para analizar el comportamiento de la luz en campo lejano dispersada 
por una red de difraccion. 



Figura 19.9: El haz incidente se divide en distintos haces cuando atraviesa la red de difrac¬ 
cion. 


Considerando x' / f' ~ sin O' se obtiene que el campo es 


(0') = KE 0 j rect(g/2w)e ik Z sine J2 a l exp j ^ e“'x sine ' f rf£, (19.17) 


donde K = exp {ik [z + (x 2 + y 2 ) / ( 2 z)] } /\//Az. El resultado de esta integral es 
sencillo 

// sin0 —sinfl'^] 

^ U + —x— ) \' (I9-l8) 


E ( 0 ') = K'EoJ^aisinc 


con K' = Kw. 

La intensidad se obtiene multiplicando el campo por su complejo conjugado 


1(0') = |K'E 0 | 2 EE fl ; 4 sfMC 

/ /' 


, l sin 0 — sin 0' 

ttk; —I--- 

p A 


smc 


. I sin 0 — sin 0' 
7IK7 —I--- 

p A 


(19.19) 

Ahora bien, si la anchura de la zona iluminada por el haz w es suficientemente 
grande entonces los picos son muy estrechos y no solapan. Entonces 


sine 


l sin 0 — sin O' 

rtw - H--- 

p A 


sine 


. I' sin 0 — sin O' 

TCW (- \ --- 

p A 
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Normalised 



Figura 19.10: Segun, (19.20), El haz se divide en ordenes de difraccion de diversa potencia 
y cuya anchura depende de la longitud de onda y la anchura iluminada de la 
red. 


es nulo excepto cuando l — V. Por ello, no se producen efectos interferenciales 
entre picos. La intensidad se simplifica a 


1 ( 0 ') =ioEN 
/ 


2 sine 2 


l sin 6 — sin 0 ' 

rew | —I--- 

p A 


(19.20) 


donde lo = I^Eq | 2 . Es decir, el haz incidente se divide en varios haces, que generan 
diversos picos de difraccion en las posiciones 


p (sin 0 [ — sin 0 ) = /A 


(19.21) 


que es conocida como la ecuacion de la red. Puesto que esta comprendida entre 
los angulos (—tt/2, tt/2 ), los valores del parametro l esta limitado para que se 
cumpla 19.21 con valores reales, l E (N m m,N m ^ x )- Incluso si el periodo de la red 
es suficientemente pequeno, puede suceder que solamente se genere el orden de 
difraccion 1 = 0 . 

Cuando la zona iluminada es infinita, los picos se hace infinitamente estrechos 


lim sine 

w—> 00 


, n sin 6 — sin 0 ' 

TCW - 1 --- 

p A 


. . n sin 6 — sin O' 

= + -A- 


(19.22) 


siendo la intensidad 


Nm 


I (O') « Io y) \a n \ 6 ( - + 

n=N m in V/ 7 


2 „ / n sin 6 — sin 6 


A 


(19.23) 


2 

donde \a n \ es la eficiencia relativa de cada uno de los haces difractados. Entonces 
la intensidad total transmitida por la red viene determinada por 

(19.24) 


hotal ~ ^0 YL \^ n 
?Z=N m in 
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19-5 PODER RESOLUTIVO DE UNA RED DE DIFRACCION 



Figura 19.11: Division del haz en varios mediante el uso de una red de difraccion. 



Figura 19.12: Resolucion de dos longitudes de onda mediante una red de difraccion. 


es decir, es la suma de la potencia de las intensidades de cada orden de difraccion, 
2 

dada por \a n \ . 


PODER RESOLUTIVO DE UNA RED DE DIFRACCION 


Segun (19.21), la posicion de los ordenes de difraccion depende de la longitud 
de onda. Esto se utiliza en el analisis espectral de fuentes de luz puesto que nos 
permite separar el haz incidente en las distintas longitudes de onda. No obstante, 
la capacidad de resolucion no es infinita, sino que depende de los parametros del 
haz y de la red. Para analizar el poder resolutivo supongamos que tenemos dos 
longitudes de onda \\ y A2 que queremos resolver, Figura 19.12. 
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27 O REDES DE DIFRACCION 


p (sin 6\ - sin 0) = nA 



Figura 19.13: Esquema que muestra el solapamiento de espectros a medida que el orden 
espectral aumenta. 


Cada una de estas longitudes de onda ira a una cierta posicion segun la ec. de 
la red (19.21) 


sin Q[ 1 — sin 6 
sin Q[ 2 — sin 6 


ZAi 

/ 

V 

1X2 
p ■ 


(19.25) 


Restando ambas ecuaciones resulta que la diferencia angular entre las dos longitu¬ 
des de onda resulta 


Asin 0 / « A 61 = — AA 
V 

Como la anchura a media altura del haz difractado viene dada por (19.20) 

A 6 = A/w, 


(19.26) 


(19.27) 


consideraremos que las longitudes de onda se pueden resolver cuando la distancia 
angular de las longitudes de onda es mayor que la anchura de los haces. Compa- 
rando (19.26) con (19.27), el criterio de resolucion espectral resulta 

Ia = i J = ,n (I9 ' 28) 

donde l es el orden espectral y N = w/p es el numero de periodos iluminados de 
la red. 


Solapamiento de los espectros 


Si queremos determinar el espectro de un haz de luz entre los intervalos Ai y 
A2 hay que tener en cuenta que los intervalos angulares para distintos ordenes de 
difraccion no deben solapar, como se muestra en la Figura 19.13. 
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19.6 CAMPO CERCANOI EFECTO TALBOT 



Z (microns) Normalised Gap 


Figura 19.14: Intensidad despues de la red de difraccion, mostrando los pianos de Talbot 
y la inversion del contraste (resultado experimental) y b) Contraste para el 
primer piano de Talbot. 


CAMPO CERCANOI EFECTO TALBOT 


Para conocer la distribucion de intensidad en campo cercano utilizaremos la 
aproximacion de Fresnel, considerando la invariancia de la red de difraccion en el 
eje rj. entonces el campo difractado se puede calcular a partir de 14.12 


E (x,z) 



I E 0 (sy 


(19.29) 


Supongamos que el haz incidente es una onda plana en direccion normal a la red, 
E inc(£) = Eq, por lo que el campo se calcula mediante 


/ co 00 2 nilE if 

a n e~P~d£ 

■00 l=—oo 


(19.30) 


donde K = i/\ze lkz . Debido a la linealidad, los operadores integral y suma se 
pueden intercambiar y considerando la integral 


f e~( ax2+bx+c )dx = 

el campo difractado resulta 

00 

E (x,z) = KEq a l ex P 

/=—00 


( 2nil f) 6Xp ( /27T/2 2p Z ) • 


(19.3 1 ) 


(19.32) 


La intensidad I (x,z) = E (x,2) | 2 es entonces 


00 OO 


I(x,z)= £ Y^J a i a v ex P 

l'——co /=—00 


2ni (l - V) - 

\ / p 


exp 


2 ”(' 2 -'' 2 ) 2? 2 


(19-33) 


La intensidad para una red de Ronchi se muestra en la Figura 19.14. El primer 
termino exponencial tiene dependencia en x, por lo que el periodo de las franjas 
resulta ser p, pues es el orden fundamental. 
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-100 -50 0 50 100 -100 -50 0 50 100 -100 -50 0 50 100 

Figura 19.15: Calculo numerico de la propagacion despues de la red para diferentes distan- 
cias. La red se ilumina con una onda onda armonica plana. 


El segundo termino produce el fenomeno de las autoimagenes, al ser periodico 
en el eje z. Para distancias dadas por 


zj = 2p 2 /A, 


(19-34) 


conocidas como distancia de Talbot, el campo resulta ser 

00 

E {x, nzj) = KEq a l ex P 

/=—00 



(19-35) 


que es el mismo campo justo a la salida de la red de difraccion. Este fenomeno se 
conoce como efecto Talbot 2 . En la Figura 19.15 se muestra un calculo numerico de 
la propagacion despues de la red para diferentes distancias cuando la red se ilumi¬ 
na con una onda onda armonica plana. A distancia Zj la red se reproduce (salvo 
efectos de borde) de forma igual a la red original. A distancia Zj /2 la red se repro¬ 
duce con inversion de contraste (las zonas iluminadas en el piano de observacion 
son las zonas oscuras en la red). A distancia zj /4 las franjas desaparecen. 


OBJETOS ALEATORIAMENTE DISTRIBUIDOS 

El analisis anteriormente desarrollado, basado en la descomposicion de Fourier 
de la red, tambien se puede realizar a partir de la suma de los campos generados 
por cada una de las rendijas de la red. Segun vimos en las propiedades de la 
transformada de Fourier, Figura 15.2, si tenemos una funcion u(x) y su campo 
lejano resulta ser u (*'), entonces el campo de una funcion desplazada u(x — a) 
resulta ser u (x f ) e~ 2max . Por ello, podemos ver la red de difraccion como una 
suma de rendijas equidistribuidas, Figura 19.16. 

Entonces, se produce un efecto interferencial de la figura de difraccion genera- 
da por cada rendija. Si U\ (x f ) es el campo difractado por una rendija, el campo 
generado por la red resulta ser 

u(x') = ui (x f ) (1 + e 1 ? 1 + e 1 ? 2 + e 1 ^ + ...) . 

M . (19-36) 

= EjV*', 

donde (p\, (p2 , - - - resultan ser los desfases de cada una rendija debidos a su posi- 
cion, (pi = —2 nlpx'. 


2 Fue descubierto por H. F. Talbot en 1836. 
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u u u u 



Distribution periodica 


Supongamos que tenemos N rendijas. Cuando la distancia entre las rendijas es 
siempre la misma, entonces los desfases resultan ser 


fi = i<p, (19-37) 

donde <p = —2npx' r y como consecuencia el campo generado por (19.36) resulta 


n * t i\tt il<p ~ ( i\ sm(Nf) 
M (* ) = “1 (* ) L e = M 1 ( X ) ■ /y x 

/to Sln I 


(19.38) 


Puesto que una rendija unidimensional tiene una distribucion de intensidad (??) 


I(x') = ksinc 2 ( kx-kjj )^ 


X \ a 


<5 (y' - yo), 


se obtiene el mismo resultado que para una red de Ronchi, puesto que 

sin(N|) 


sin(f) 


N sinc(Ni), 


( 19 - 39 ) 


(19.40) 


es decir, u(x') — lysine 2 (k x — kj 7)5 sinc(N^). Un analisis de esta distribucion 
para el caso bidimensional se muestra en la Figura 19.17. 


Distribution aleatoria 


En el caso de que las rendijas esten aleatoriamente distribuidas, la intensidad en 
campo lejano resulta ser 


1 (Y) oc 



(1941) 


[ 7 de febrero de 2018 at 17:16 - classicthesis version 2017-2018.1 ] 













REDES DE DIFRACCION 



Figura 19.17: Distribucion de intensidad en el campo lejano para una red de puntos unifor- 
memente distribuida. 



Figura 19.18: Distribucion de intensidad en el campo lejano para una red de puntos aleato- 
riamente distribuida. 


donde se debe realizar un promediado puesto que los desfases son aleatorios. Aho- 
ra bien, en promedio los terminos exponenciales son nulos excepto cuando f = ), 
que resultan ser la unidad. Entonces, la intensidad promedio resulta ser 

I (Y) « (Y) | 2 £ l = N |«1 (Y) | 2 (1942) 

y=i 

Es decir, cuando hay N rendijas aleatoriamente distribuidas, o en general, cual- 
quier objeto, se ubica de forma aleatoria, la intensidad promedio es N veces la 
distribucion de intensidad de una unica rendija u objeto utilizado. 

CONCLUSIONES 

■ Una red de difraccion se puede caracterizar de forma matematica como un 
desarrollo en series de Fourier. 


[ 7 de febrero de 2018 at 17:16 - classicthesis version 2017-2018.1 ] 




19-7 OBJETOS ALE AT ORI AMENT E DISTRIBUIDOS 


■ En campo lejano, cuando el objeto es una red de difraccion, el haz incidente 
se divide en varios, denominados ordenes de difraccion. 

■ La energia de cada orden de difraccion depende de los coeficientes de Fou¬ 
rier. 

■ En campo cercano se produce el fenomeno de las autoimagenes. 

■ Cuando la posicion de los objetos es aleatoria, se produce un fenomeno di- 
fractivo, pero no interferencial. 


275 
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PROCESADO OPTICO 



Una lente se puede considerar una mascara de fase y, por ello, se puede tratar 
el problema de la formacion de imagenes (normalmente analizado desde la Optica 
Geometrica) como un proceso de difraccion. Veremos que se obtienen ecuaciones 
similares, aunque mas generales, que las de la Optica Geometrica para determinar 
como se forma la imagen. No obstante, veremos que el proceso de formacion de 
imagenes no es perfecto, como nos dice el modelo geometrico, sino que debido al 
tamano finito de las lentes se pierde informacion de alta frecuencia. Esto se puede 
medir a traves de la Funcion de Transferencia de Modulacion (MTF, Modulation 
Transfer Function). Asimismo, se muestra que en el piano focal de una lente se 
obtiene la transformada de Fourier del campo justo a la salida de la lente. Es decir, 
existen dos pianos privilegiados (el piano de Fourier y el piano imagen) donde 
tenemos la misma cantidad de informacion, pero presentada de forma distinta. 
Esto nos permite, con un sistema de dos lentes denominado 4 — /, poder manipular 
la imagen en el piano de Fourier y obtener imagenes mejoradas del objeto. 


Indice 

20.1 Campo en el piano focal de una lente. 278 

20.2 Formacion de la imagen como un proceso de difraccion. 279 

20.3 Espectro de Fourier. 280 

20.3.1 Frecuencias espaciales en redes de difraccion. 281 

20.3.2 Imagen compleja. 282 

20.4 Tamano finito de las lentes. 282 

20.3 Funcion de transferencia de modulacion. 284 

20.6 Filtrado optico. 283 

20.6.1 Filtrado pasa baja. 283 

20.6.2 Filtrado pasa alta. 287 

20.6.3 Filtrado pasa banda. 289 

20.6.4 Filtrado en fase. 290 

20.A Complemento: Filtrado en redes de difraccion. 291 


OBJETIVOS 

■ Describir una lente como un objeto de fase. Comprender la formacion de la 
imagen a traves de una lente como un proceso de difraccion de Fresnel. 

■ Conocer la imagen formada en el piano de Fourier de la imagen. 

■ Comprender que en el proceso de formacion de la imagen se produce un 
filtrado debido al tamano finito de las lentes. 

■ Conocer el sistema 4 — / y como se utiliza para el filtrado espacial. 

■ Saber extraer informacion de la imagen a partir de la MTF. 

■ Conocer los distintos tipos de filtros y sus aplicaciones. 


2 77 
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HH 



Figura 20.1: Esquema utilizado para calcular la transmitancia de una lente plano-convexa. 

REFERENCIAS GENERALES: 

■ Goodman J.W., "Introduction to Fourier optics", McGraw-Hill (1996). 

■ Calvo Padilla M.L., "Optica avanzada", Ariel (2002). 

■ Steward E.G., "Fourier optics: An Introduction", Dover (2004). 

■ Reynolds G.O. et al. "The new physical optics notebook: tutorials in Fourier 
optics", SPIE Optical Engineering Press(i989). 

CAMPO EN EL PLANO FOCAL DE UNA LENTE 

Segun la aproximacion de elemento delgado, la transmitancia entre dos pianos 
paralelos separados una distancia do que contienen un elemento de fase con una 
topografia d(£, rj) e indice de refraccion n viene caracterizada por 


t(£'V) = P(Z,t])exp{ik[d 0 + (n-l)d(£,ij)}, 


(20.1) 


donde P (£,//) es la funcion pupila que determina el tamano del elemento difrac¬ 
tor. Esto se puede utilizar para caracterizar una lente (plano-convexa, biconvexa o 
cualquier otra topografia) como se muestra en la Figura 20.1. En este caso, d{^,rj) 
representa las superficies esfericas. 



Para poder resolver las integrales, como hicimos en la aproximacion de Fresnel, 
nos quedaremos con los terminos cuadraticos 


1 ^2 

d(Z,v)*d 0 - g -^L. 


(20.3) 


Reordenando terminos, la transmitancia resulta 



(20.4) 
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y utilizando la expresion de la focal de una lente plano-convexa, utilizada en la 
Optica Geometrica, f = R/(n — 1 ), nos queda una ecuacion simplificada de la 
transmitancia (13.18) 


KZ’V) = Pit'V)* 


w . 


(20.5) 


Segun la aproximacion de elemento delgado, el campo a la salida de la lente resulta, 
por consiguiente 


E 0 (Z, V ) = E l (Z, V )t(Z, n ) = E i & n )P(Z, V )exp 


ik 


2/' 


( 20 . 6 ) 


Veamos ahora cual es el campo en pianos posteriores a la lente. Para ello utiliza- 
remos la aproximacion de Fresnel, utilizada en campo cercano, ec. 14.3, 

E (x,y,z) = j^e tkz JJ E o^^Y^-Zf Hy-V^d^dr]. (20.7) 

Introduciendo (20.6) y reordenando terminos, que son todos cuadraticos por las 
aproximaciones realizadas, se obtiene 


E(x,y,z) = K 




( 20 - 8 ) 

donde K = exp[ik(z + - ^ )]/ (*Az) es una constante irrelevante excepto para 
calculos energeticos. Se observa que en el piano z = f el termino cuadratico des- 
aparece y resulta que el campo, en aproximacion de campo cercano resulta 


E {x,y,z)=K JJ (20.9) 


es decir, es la transformada de Fourier con un tamano escalado, dependiente de la 
focal de la lente 


E (j 7 x 'J 7 >/' z ) K TF [P(Z’V)Mt'V)l< 


( 20 . 10 ) 


Este resultado indica que en el piano focal de una lente, cuando se ilumina con 
una onda armonica plana, no obtenemos exactamente un punto, como nos indica 
la Optica Geometrica, sino la transformada de Fourier del campo de entrada a la 
lente E z -(£, tj) multiplicado por la pupila de la lente P(£, t]). No obstante, cuando 
la onda incidente es una onda armonica plana y la pupila es infinita, entonces 
P(^,y) E z -(£,y) = 1 y E (x,y,f r ) = £( 0 , 0 ), que si es un punto. Como vimos en 
difraccion, debido al tamano finito de las lentes, no se obtiene este resultado ideal, 
sino una distribucion de energia que sigue una funcion de Bessel. 


FORMACION DE LA IMAGEN COMO UN PROCESO DE DIFRACCION 


Desde un punto de vista analogo, podemos ver que ocurre cuando sobre la 
lente no incide una onda plana, sino una onda esferica proveniente de un punto 
(xo/i/O/S), Figura 20.2. Esta onda representa un punto proveniente de un objeto que 
actua como fuente primaria (emite luz) o secundaria (re-emite luz). Es la forma mas 
sencilla de estudiar el proceso de formacion de la imagen, pues despues de que este 
haz esferico divergente pase la lente, se convierte en un haz esferico convergente y 
la posicion del centro es la posicion de la imagen. 


campo en el piano 
focal de la lente 


utilizamos una onda 
esferica escalar 
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Figura 20.2: Representation de una onda divergente en el punto (xo,yo,s) y proceso de 
formation de imagen. La lente toma la onda divergente y la convierte en otra 
onda esferica convergente (imagen real). 


Veamos el proceso. Una onda esferica divergente centrada en el punto (xo,yo,s) 
se puede representar como 


E(r,f) = 


exp{ik |r|) 


(20.11) 


donde |r| = yj{x — Xo ) 2 + (y — yo ) 2 + s 2 , que en aproximacion paraxial Xo,yo s 
(solo nos quedamos con los terminos cuadraticos) resulta 


E{x,y,z) = -exp 


iks + ik 


(x-x 0 ) 2 + (y — y 0 ) 2 

2s 


( 20 . 12 ) 


Por consiguiente, justo despues de la lente, el campo es, segun (20.6) 


E(x,y,z) = - exp 


ik 


x 2 + y 2 


exp 


iks + ik 


(x-x 0 ) 2 + (y-yo) 2 
2s 


Reordenando terminos, obtenemos la ecuacion de una onda convergente 


E{x,y,z) = -exp 


• fc (*-*.-) 2 + ( y - y .-) 2 

2s' 


(20.13) 


(20.14) 


donde 

111 s' s' , 

^7 = - + y,' = 7 * 0 , yi = -yo- (20.13) 

Estas tres ecuaciones son las mismas que las obtenidas en Optica Geometrica para 
la position de la imagen y el aumento M = y z - /y 0 = s' /s de la imagen respecto al 
objeto. 


ESPECTRO DE FOURIER 

Segun hemos visto, una lente nos proporciona dos versiones del objeto, una es 
la imagen 

s f s f 

E z (x,y)a,Eo(—x, -y), (20.16) 

obtenida a una distancia s' de la lente y la otra es la transformada de Fourier del 
objeto, 

E (ji x >j}y' z y TF [ p (^v)^i(^y)], (20.17) 

obtenida a una distancia f' de la lente, como se muestra en la Figura 20.3. 
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Frecuencias espaciales en redes de difraccion 


El primer caso de frecuencias espaciales que analizamos es para una red de di¬ 
fraccion, por su sencillez en el espectro de frecuencias. Segun hemos visto en (19.6), 
una red de difraccion es una estructura periodica y, por ello, se puede descompo- 
ner en un desarrollo en series de Fourier 


00 

t(x)= £ fl/exp 
/ = — 00 




(20.18) 


donde p es el periodo de la red y 0/ son las amplitudes de cada una de las frecuen¬ 
cias. Las frecuencias espaciales que contiene la red resulta ser l • q, donde q = 2 rc/p 
es la frecuencia espacial fundamental y el resto, l = 2 , 3 ,..., son los armonicos de 
frecuencias doble, triple, etc. Ya hemos visto que en campo lejano, la distribucion 
de los campos se corresponde con puntos (direcciones) especificas alrededor de la 
cual hay una cierta amplitud 


E ( 0 ) = K' E 0 aisinc 

/=—00 


l sin 6 — sin 0 
tcw 1 --- 

p A 


(20.19) 


Si los ordenes de difraccion (cada uno de los campos l ) estan separados, entonces 
la distribucion de intensidad resulta ser, Figura 20.4, 


1 ( 0 ) = |K / E O | £ \a,\ 2 sinc 2 
/=—00 


l sin 0 — sin 0 

rnv |--- 

p A 


(20.20) 


donde ai son los distintos coeficientes de Fourier, que tienen que ver con la in¬ 
tensidad. Los coeficientes son |a/| 2 proporcionan la intensidad de cada orden. En 
lugar de mirar en el infinito, como hemos visto, podemos analizar la distribucion 
de energia en el piano de Fourier, es decir, en el piano focal de la lente. 


estructura periodica bidimensional El caso de una estructura periodica 
bidimensional es similar, determinando la transmitancia como la multiplicacion de 
dos redes, una con dependencia en x y otra con dependencia en y. 

, N ( \ ( \ (2nilx\ ^ (2nilmy\ 

t 2 D\X,y) = *(*)%) - L a l ex P - L a m ex P[ -- • (20.21) 

/=-00 \ V J m =-00 VP/ 
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(b) 



Figura 20.4: (a) Red periodica unidimensional y (b) espectro. 



(b) 


a 

► m 

* •; 


m 

1, #. 1 
4 

i Mi 4 

»> • 

I * • 

» • 

* 

• 

* 



Figura 20.5: (a) Red periodica bidimensional y (b) Espectro. 


Entonces, para numerar cada uno de los ordenes de difraccion tenemos dos coefi- 
cientes, siendo su amplitud 

a l,m = fl-lUm- (20.22) 

Claro esta, que la intensidad de cada uno de los ordenes es el modulo de este valor 
J/ m = \aia m \ . Este espectro bidimensional se muestra en la Figura 20.5 

Imagen compleja 

Debido a que una imagen compleja no es periodica, como la mostrada en la 
Figura 20.6, la estructura de frecuencias tampoco es periodica. Se produce un reor- 
denamiento de la energia. Dependiendo de la proporcion y direccion de las fre¬ 
cuencias espaciales asi sera la estructura. Se puede decir que en el centro de la 
imagen se encuentra la frecuencia ( 0 , 0 ) que representa la senal de continua. Cerca 
de esta posicion se encuentran las bajas frecuencias y a distancias mayores las altas 
frecuencias. Cuando aparecen lineas significa que en la direccion perpendicular 
aparecen estructuras pseudo-periodicas en esta direccion (edificios con ladrillos, 
vallas, etc.) 

TAMANO FINITO DE LAS LENTES 

Veamos ahora, desde la interpretacion de las frecuencias espaciales del objeto, 
el proceso de formacion de imagenes. Para ello analicemos el esquema de la Fi¬ 
gura 20.7. Supongamos que el objeto, una mascara, es iluminado con una onda 
armonica plana. Como hemos visto en el proceso de difraccion, la transmitancia 
de la mascara hace que la onda de salida deje de ser plana. Esta onda no plana 
se puede descomponer en diversas ondas armonicas planas. La lente captura estas 
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Figura 20.6: Imagen compleja y su espectro. 



Figura 20.7: Proceso de formation de la imagen a traves de la lente, reinterpretado mediante 
el analisis de frecuencias espaciales. 
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-2 -1 
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Figura 20.8: Objeto e imagen filtrada debido al tamano finito de la lente que forma la ima- 
gen. 


ondas armonicas y las reconduce al piano focal. Sin embargo, debido a su tamano 
finito, no es capaz de redirigir todas las ondas, por lo que se produce un filtrado de 
altas frecuencias. Despues del piano focal imagen, la luz sigue propagandose y a 
una distancia determinada, la distribucion de intensidad es similar al objeto, como 
hemos visto. No obstante, la imagen no puede ser exactamente la misma, debido 
al filtrado, como se observa en la Figura 20.8. Esta imagen (test de Foucault) se 
suele utilizar para analizar la calidad de un sistema optico. Para frecuencias bajas, 
la imagen es mas o menos parecida, pero para frecuencias altas (vease la flecha) la 
imagen ha perdido su calidad. 

FUNCTION DE TRANSFERENCIA DE MODULACION 

Para conocer numericamente y no mediante observacion visual, como un sis¬ 
tema optico modifica el proceso de formacion de imagenes se utilizan diversas 
funciones que analizan la calidad. Una de ellas, quizas la mas extendida, es la Fun- 
cion de transferencia de la modulacion (MTF, Modulation Transfer Function). Es 
una herramienta matematica que permite medir la resolucion de una instrumento 
optico. Se basa en la capacidad de resolver franjas sinusoidales de una determina¬ 
da frecuencia espacial. El proceso de calculo de la MTF desde el punto de vista 
experimental es sencillo. Se tienen una serie de redes de difraccion sinusoidales 
I(q) = 1 + sin(qx) donde onde varia la frecuencia espacial de la red q = 2n/p. 
La imagen obtenida, debido al filtrado, se modifica a I(q) = a(q) + b(q)sin(qx ), 
donde el maximo de senal sera I ma x(q ) = a(q) + b(q) y el mmimo de la senal sera 
I m i n ( q ) = Se define contraste de la senal sinusoidal a 


MTF(q) = 


Imax (?) - ^min M 

Imax (?) + Imin (?r 


(20.23) 


que en nuestro caso resulta MTF(q) = b(q)/a(q). Un ejemplo se muestra en la 
Figura 20.9. Es por ello que experimentalmente podemos medir de una forma 
sencilla este parametro. 

Si se realiza para todas las frecuencias espaciales q obtenemos una curva, nor- 
malmente decreciente, como se muestra en la Figura 20.10, que nos proporciona 
una frecuencia de corte umbral a partir de la cual el sistema optico no es capaz 
de observar la senal sinusoidal. Esto significa que no es capaz de ver este tipo de 
detalles. Este tipo de analisis no solamente permite analizar la disminucion de la 
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(a) (b) 

mu min 

(C) (d) 




Figura 20.9: Serial sinusoidal objeto e imagen obtenida a traves de un sistema optico. La 
amplitud de la serial cambia y a partir de este cambio se calcula la MTF. 

frecuencia debido a la difraccion, que depende del tamano de la lente, como se 
observa en la Figura 20.10, sino que nos permite analizar la calidad del sistema 
tambien con las aberraciones geometricas (esferica, coma, astigmatismo, etc.). Po- 
demos decir que cuanto mayor es el valor de la MTF mejor sera el sistema optico. 
No obstante, debido a la difraccion estos valores no pueden ser arbitrariamente 
altos. 

FILTRADO OPTICO 

El proceso de filtrado optico no siempre es perjudicial, sino que a veces se utiliza 
para mejorar la informacion que nos puede proporcionar una imagen. Es tipico 
que los fotografos realicen los retratos con un cierto desenfoque, para eliminar las 
pequenas manchas de la piel (altas frecuencias, hay que notar que el desenfoque es 
una aberracion y produce una disminucion de la MTF a altas frecuencias. Ahora 
este proceso se suele hacer con un procesado digital (ordenador) de la informacion. 

Sin embargo existen otro tipo de aplicaciones donde este procesado optico es 
esencial, como en microscopia. El proceso del filtrado optico de la informacion 
requiere modificar, mediante mascaras, la distribucion del espectro de frecuencias 
espaciales. Un sistema experimental muy utilizado para realizar el filtrado optico 
es el sistema 4 /, que se muestra en la Figura 20.11. El objeto se ubica a una distancia 
/ de la primera lente, donde / es su focal. A una distancia / de esta lente la luz 
se focaliza y se forma el espectro de Fourier. En este piano es donde se aplican 
los filtros, como los mostrados en la Figura 20.12. Estos filtros dejan pasar una 
frecuencias y enmascaran otras. La luz se vuelve a propagar y es recogida por la 
siguiente lente. La imagen del objeto se obtiene a una distancia / de la segunda 
lente. 

Los tipos de filtros mas sencillos que se pueden utilizar son los filtros pasa baja, 
pasa banda y pasa alta, que se muestran en la Figura 20.12. 

Filtrado pasa baja 

El primer filtro es un filtro pasa baja que elimina las altas frecuencias, Figu¬ 
ra 20.13. Es por ello util para eliminar ruidos, suavizar bordes, etc. El filtro pasa 
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Figura 20.10: Ejemplo de dos sistemas opticos formados por una lente cada uno cuyos dia- 
metros son D y D /2 respectivamente. Si no existen otro tipo de aberraciones, 
podemos decir que a mayor diametro de la lente mayores valores de MTF y, 
por consiguiente, mejor calidad en el proceso de reconstruction de la imagen. 


lente 1 lente 2 



Figura 20.11: Sistema 4 / para el proceso de formation de imagenes y, simultaneamente, 
obtencion de las frecuencia espaciales. La mascara se ubica en el piano focal 
imagen de la primera imagen, que se corresponde con el piano focal objeto de 
la segunda lente. 




Figura 20.12: Filtro pasa baja, pasa banda y pasa alta (negro es opaco, bianco transparente). 
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objeto intensidad 



filtro intensidad 



FIT 



Imagen 



Figura 20.13: Imagen de Lena (amplitud y fase), distribucion de frecuencias en el piano de 
Fourier, Filtro pasa baja e imagen filtrada. 


alta se utiliza justamente lo contrario; deja pasar las altas frecuencias y por ello 
permite la observacion de los hordes, el ruido y los detalles finos. El filtro pasa 
banda permite pasar una cierta banda de frecuencias espaciales (en modulo) y se 
utiliza para detectar ciertas frecuencias espaciales. 

eliminacion de ruido El filtrado pasa-baja tambien es util para la elimina- 
cion de ruido, fundamentalmente cuando tiene alta frecuencia, como se muestra 
en la Figura 20.14. 

Filtrado pasa alta 

En la Figura 20.13 se muestra un ejemplo mas complejo de una imagen de una 
calle. Tambien se muestra el espectro de frecuencias. Se observa que la intensidad 
mayor se concentra en la zona de frecuencias bajas. Se observa un circulo con una 
intensidad mas o menos uniforme. Tambien aparecen 3 lineas una vertical y otras 
dos con un cierto angulo que llegan hasta altas frecuencias espaciales. Como la 
imagen es de cierta calidad, se observan las estructuras con las que estan hechas los 
edificios (ladrillos, piedras, etc.) que no siguen un patron periodico, sino pseudo- 
periodico. Las direcciones de las lineas estan relacionadas con las perspectivas. En 
la Figura 20.13c se observa la distribucion de serial filtrada donde solamente se 
dejan pasar las altas frecuencias. Finalmente se muestra la reconstruccion obtenida 
con esta serial filtrada, donde se muestran los bordes, ademas de todo el ruido 
asociado. 

En la Figura 20.16 se muestra como utilizar un filtro pasa-alta para la deteccion 
de bordes. 
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Figura 20.14: Imagen de Lena a la que se ha introducido una senal de ruido gaussiano 
(amplitud y fase), distribution de frecuencias en el piano de Fourier, Filtro 
pasa baja e imagen filtrada. 





Figura 20.15: (a) Objeto, (b) Espectro despues de un filtro pasa alta, (c) Imagen reconstruida 
del espectro de Fourier filtrado. Puesto que solamente se dejan pasar las altas 
frecuencias, se detectan los bordes y el ruido de la imagen. 
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objeto intensidad 
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filtro intensidad 


FIT 



Imagen 



Figura 20.16: Imagen de Lena (amplitud y fase), distribucion de frecuencias en el piano de 
Fourier, Filtro pasa baja e imagen filtrada. 


Filtrado pasa banda 

Veamos ahora otro ejemplo donde el filtrado pasa-banda es de gran utilidad, 
Figura 20.17. Existen imagenes, como las transmitidas a traves de television (mas 
bien antiguamente, ahora la reproduccion es de gran calidad) donde las imagenes 
se transmiten de linea en linea y puede haber una cierta desincronizacion. Si se 
captura la imagen, esta tendra alteraciones perjudiciales, que se reflejaran en el 
espacio de frecuencias, como se muestra en la Figura 20.18. Este tipo de estructura, 
por su naturaleza, tiene una componente periodica y, por ello, aparecera en el 
espacio de frecuencias como una distribucion a una cierta frecuencia. Si con un 
filtrado somos capaces de eliminar estas estructuras periodicas en el espacio de 
frecuencias, las alteraciones se eliminaran en la imagen. 

De igual forma, las fotografias de periodicos y en paneles publicitarios consi- 
guen los niveles de gris a traves del tamano del punto. Esta tecnica de reprografia 
se denomina "halftoning". Las zonas negras tienen un punto negro muy grande, 
las zonas blancas no tienen punto y un cierto nivel de gris tendra un punto cuyo ta- 
mano dependera del nivel. Nuestro ojo, debido a que tambien filtra las frecuencias 
espaciales (el iris tiene un tamano relativamente pequeno) no es capaz de obser- 
var el moteado en las condiciones fijadas de observacion, pero si si nos acercamos 
excesivamente (aquellos que viajen en metro pueden observarlo claramente en los 
paneles publicitarios de los andenes) notaria que tiene un moteado. En la Figu¬ 
ra 20.19 podemos ver un ejemplo, donde aparece tambien una estructura periodica 
bidimensional que, mediante un filtro de pasa-banda selectivo, se puede eliminar. 
La reconstruccion de la imagen elimina esta componente, generando una imagen 
puramente continua. Claro esta, no obstante, que no es posible reproducir con es- 
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objeto intensidad FFT 



Figura 20.17: Imagen de Lena (amplitud y fase), distribution de frecuencias en el piano de 
Fourier, Filtro pasa baja e imagen filtrada. 



Figura 20.18: Objetos con estructuras periodicas subyacentes. Elimination de dichas estruc- 
turas mediante un filtrado pasa-banda. 


ta tecnica detalles con una frecuencia espacial mayor a la frecuencia espacial del 
moteado. 

Todos estos ejemplos nos muestran que la information que soporta la imagen, al 
menos la information de relevancia, en el espectro de frecuencias queda reducida 
a una pequena zona del espectro, la zona central, mientras que el resto del piano 
focal imagen, las zonas de alta frecuencia, presenta information de alta frecuencia 
que puede ser debida a ruido o la reconstruction de senales discontinuas, como 
los hordes, cuyo espectro de frecuencias es muy grande. 

Filtrado en fase 

Una aplicacion de gran importancia del filtrado optico de la imagen es la mi- 
croscopia de contraste de fase, que permite visualizar de una forma sencilla ob¬ 
jetos transparentes, con indice de refraction distinto al del ambiente. En el caso 
de objetos de fase, cuando la luz pasa a traves de ellos, se modula segun he- 
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Specimen image 


Power Spectrum Reconstructed Image 



Figura 20.19: Ejemplo de imagen con halftoning, elimination de las frecuencias selecciona- 
das con un filtro pasa banda e imagen continua reconstruida. 


mos visto a traves de la fase. Si tenemos una onda plana E(z) = E 0 e lkz , al atra- 
vesar un objeto de fase se produce una modulation segun el indice de refraccion 
E (x,y) = donde n(x,y ) es la variacion volumetrica del indice 

de refraccion y h(x,y ) es el espesor del objeto. Esta ecuacion se puede simplificar 
como E{x,y,z) = Egti^^ . Si la variacion de fase es pequena, podemos aproximar 
la exponencial por un desarrollo lineal 

E (x,y,z,t) « E 0 [l + i<p{x,y)\. (20.24) 

La intensidad producida por el objeto de fase (supuesto un sistema de formation 
de imagen) resulta 

1 (x, y) « h [1 + cp 2 (x, y)\ . (20.25) 

Si el desfase es pequeno, la contribution del segundo termino es despreciable. 

No obstante, se puede incluir en el espacio de Fourier de la lente objetivo un 
filtro de fase de forma que modifique la fase del orden o (mediante un pequeno 
escalon que produzca un desfase tt/ 2 . Entonces, el campo generado sera de la 
forma 

E(x,i/) « E 0 [l * i + i<p{x,y)\. (20.26) 

Esto hace que la distribucion de intensidad resulte 

I(x,y) « I 0 [l +cp(x,y )] 2 « I 0 [l + 2 <p(x,y)] r (20.27) 

que tiene una fluctuacion mucho mayor, al visualizarse el termino de fase de forma 
lineal, y no cuadratica como en el caso estandar. Despejando, se puede obtener una 
estimacion del desfase producido 

<P( x 'y) ~ \ ~• (20.28) 

Finalmente, en la Figura 20.21 se tiene una muestra transparente en la cual se 
tiene un campo claro (microscopia estandar), campo oscuro (filtro de alta frecuen- 
cia, donde se elimina el orden o) y contraste de fase, donde no se elimina el orden 
o, pero se desfasa ti/2. Aunque con campo oscuro se observa mejor que con un 
microscopio estandar (se resaltan los bordes) es con el microscopio de contraste de 
fase con el que se obtienen mejores resultados. 

COMPLEMENTO! FILTRADO EN REDES DE DIFRACCION 

En la Figura 20.22 se muestra el efecto de los filtros pasa-baja, pasa-alta y pasa- 
banda en tres redes de Ronchi de distintas frecuencias espaciales. La Figura 20.22b 
muestra la imagen obtenida con un filtrado pasa-baja. Se eliminan los bordes y las 
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Figura 20.20: (a) Esquema de un microscopio de contraste de fase, donde se muestra la zona 
de iluminacion, el objeto (especimen) y el piano focal imagen, donde se ubica 
una mascara de fase. (b) Ejemplo de imagen de un microscopio de campo claro 
(estandar) y de contraste de fase para una muestra transparente. 



Figura 20.21: Ejemplo de imagen de un objeto transparente obtenida con un microscopio 
estandar, un microscopio de campo oscuro (filtro pasa-alta) y un microscopio 
de contraste de fase. 
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Figura 20.22: Filtrado de una red de Ronchi (que presenta una frecuencia espacial fija y sus 
armonicos). En la imagen se detectan tres frecuencias distintas (a) Objeto, (b) 
Filtrado pasa baja. Se eliminan los bordes y las modulacion. Aparece una eli¬ 
mination de luz en las zonas donde estan las redes, (c) Filtro pasa alta. Se ha 
eliminado el fondo de luz (frecuencia nula) y tambien la red de menor frecuen¬ 
cia (superior) aunque se mantienen las dos inferiores de mayor frecuencia. (d) 
Filtro pasa banda. Solamente se deja pasar la frecuencia central. Estas image- 
nes son experimentales. 


modulacion. Hay que notar que la luz de fondo (zonas constantes) si presentan Ru¬ 
mination y los pequenos ruidos en el objeto han desaparecido. En la Figura 20.22c 
se tiene la imagen obtenida cuando se utiliza un filtro pasa-alta. Se ha eliminado 
el fondo de luz (frecuencia nula) y tambien la red de menor frecuencia (supe¬ 
rior) aunque se mantienen las dos inferiores de mayor frecuencia. Finalmente, en 
la Figura 2o.22d se observa la imagen obtenida cuando se ha utilizado un filtro 
pasa-banda. Solamente se deja pasar la frecuencia central. 
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